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‘ Cramer, Erhard und Johanna Neslehova (2012). Vorkurs

¢ & ¢

E-Books innerhalb des
Hochschulnetzwerks

» Arbeitsmaterial: Foliensatz, Aufgabenskript, ostenlos unter
Mitschrift auf Wunsch

» Biicher (unterstitzend):

| Vorkurs
Mathematik
\

Mathematik - Arbeitsbuch zum Studienbeginn in
Bachelor-Studiengédngen. 4. Aufl. Dordrecht, Heidelberg,
London, New York: Springer.

http://goo.gl/9k3rqgt

Luderer, Bernd (2003). Einstieg in die Wirtschaftsmathematik.

5. Aufl. Stuttgart, Leipzig, Wiesbaden: Teubner. . i
Opitz, Otto und Robert Klein (2011). Mathematik - Lehrbuch fiir Qﬁ‘;}h*;gglfm‘jk
Okonomen. Miinchen: Oldenbourg. ISBN: 3486596713. s

Sydsaeter, Knut und Peter Hammond (2008). Essential
Mathematics for Economic Analysis. 3. Aufl. Prentice Hall. ISBN:
0273713248. http://goo.gl/CHClv2

Klausur:

>
>
>
>

>

Klausur am Ende des Semesters
Bearbeitungszeit: 90 Minuten
Erreichbare Punktzahl: 50

Hilfsmittel:

e Schreibzeug,

e Taschenrechner, der nicht 70! berechnen kann,

e ein Blatt (DIN-A4, vorne und hinten beschrieben) mit
handgeschriebenen Notizen (keine Kopien oder Ausdrucke),

Danach (optional): Fur Teilnehmer der Mathe-Plus Vorlesung
noch eine 30-mintige Teilklausur Gber zusatzliche Inhalte
(2 Wahlfachcredits als FWP-Fach zusatzlich mdglich)


http://goo.gl/9k3rqt
http://goo.gl/CWClv2

...die Sie nach dem Kurs losen konnen:

» Sich widersprechende Politiker entlarven,

v

Bedarf an Einzelteilen in Produktionsprozessen bestimmen,

» die Kauferfluktuation zwischen verschiedenen Produkten im
Zeitablauf analysieren,

> die Nachfragereaktion von Kaffee auf Preisdanderungen
bestimmen

» |hre Rente ausrechnen

\4

Grol3e Kisten in kleine Ecken quetschen

» Moglichst viel Gewinn bei mdglichst wenig
Ressourcenverbrauch machen

Umfragen in Vorlesung mit EduVote:

» System zur Abstimmung im Hdorsaal
> App herunterladen oder direkt benutzen unter eduvote.de
» User-Id: Etschberger

Identitat und Sicherheit

User-ID: stefan.etschberger@hs-augsburg.de
Session-Code (optional):

&

Umfrage lauft

Abgegebene Stimmen: 4

Wahlen Sie in den Laschen oben, welches Betriebsystem Sie verwenden.

iPhone, iPod touch, iPad: Umfrage beenden und Ergebnis anzeigen.
Bitte laden Sie sich eduVote im Appstore herunter




Begriff Nie gehort Gehort  Kann ich erklaren

Logarithmus

Kartesisches Produkt

Geometrische Reihe

Kapitalwert

Simplex-Algorithmus

Grundlegende Bausteine
Grundlegende Werkzeuge
Aussagenlogik

Lineare Algebra

Lineare Programme

Folgen und Reihen 0 Grundlegende Bausteine

Reelle Zahlen

Ganzzahlige Potenzen

Algebraische Umformungen

Briiche

Reelle Funktionen Nichtganzzahlige Potenzen
Logarithmen

Finanzmathematik

Differenzieren 1

Differenzieren 2

Integration

) & 6 OO0 @ O® O ® O 9



Mathematik
Stefan Etschberger

»Verniinftige” Zahlen

Sl . 1. Grundl d
» Naturliche Zahlen: IN el
1.1. Reelle Zahlen
» Ganze Zahlen; Z 12, Ganzzahige Potenzen
. 1.3. Algebraische
> Ratlonale Zahlen: Q Umfor?nungen
1.4. Briiche
> Rationale Zahlen liegen unendlich dicht auf dem Zahlenstrahl 15 idisprzailse
Aber 1.6. Logarithmen

2. Grundlegende
Werkzeuge

» Aber: Lésungen von Gleichungen wie

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

X'z — 2 5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
haben keine rationale Losung B
> Folge: Es gibt auch irrationale Zahlen: Z.B. /2 8. Reelle Funktionen

9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
24

Mathematik
Stefan Etschberger

Zahldarstellung liber Vielfache von 10

1. Grundlegende

> Die meisten Leute schreiben Zahlen heute im Dezimalsystem .
» Damit moéglich: Schreiben jeder natirlichen Zahl mit 12 el porer
Kombinationen der Ziffern 0, 1, ..., 9 i
> 2B.:2009 =2-1034+0-102+0-10"+9-.10° 15, Nihigazzahice
H H . . . . 1.6. Logarithmen
» Mit Dezimalkomma: Schreiben rationaler Zahlen méglich R
> 2B:2,36 =2-10°+3 - gr +6 - g7 (endlicher Dezimalbruch) =
3. Aussagenlogi
> zB: 2 =3333... =343 - 75r+3- 5z +3 - or .-
(unendlicher Dezimalbruch) 5. Lineare Programme

6. Folgen und Reihen

\4

Jede rationale Zahl kann man Uber einen periodischen
Dezimalbruch darstellen

7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
25



» Eine reelle Zahl hat die Form

X=m,aaas...

Dabei: m: Ganze Zahl

und a; (miti=1, 2, ...) ist unendliche Folge von Ziffern von 0
bis 9

Damit: Nichtperiodische Dezimalbriiche heien irrationale
Zahlen

Beispiele:
\/§> _\/ﬁ> T,

Rechenoperationen +, —, -, : mit reellen Zahlen ergeben
wieder reelle Zahlen

0,1121121112...

Einzige Ausnahme: § ist keine reelle Zahl

> Allgemein:

» Rechenregeln:

» Achtung: im allgemeinen

(a+b)"#a" +b"

Mathematik
Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

1.1. Reelle Zahlen
1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische
Umformungen

1.4. Briiche

1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen

1.6. Logarithmen

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Mathematik
Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

1.1. Reelle Zahlen
1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische
Umformungen

1.4. Briiche

1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen

1.6. Logarithmen

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Anwendungsbeispiel flir Potenzen

Zinseszinsen

>

>
>
>

Anlage von 1000 € auf Bankkonto
Verzinsung jeweils am Jahresende 2,5 %
Zinsen nach einem Jahr: 1000 - 2,5 % = 25
Kontostand am Jahresende:

1000 + 1000 - 2,5 % = 1000 - (1 + 0,025) = 1000 - 1,025
Kontostand am Ende des zweiten Jahres:

(1000 - 1,025) + (1000 - 1,025) - 0,025
= 1000 - 1,025 - (1 4 0,025)
= 1000 - 1,025 - 1,025 = 1000 - 1,0252

Allgemein: Kontostand ist bei Anfangskapital K und einem
Zinssatz von i nach n Jahren

Ky =K-(1+1)"

Wichtige Rechenregeln

Es qilt fir beliebige Zahlen a, b, c:

(1)
(2
(3
(4
(5
(
(
(
(

~— N

o))

)
)
)
7)
8)
9)
(10)
(11)
(12)

a+b=b+a
(a+b)+c=a+ (b+¢c)
a+0=a
a+(—a)=0

ab =ba

(ab)c = a(bc)
l-a=a

aa~ ' =1 (fir a #0)
(—a)b =a(—b) = —ab
(—a)(—b) = ab
a(b+4+c)=ab+ac
(a+b)c=ac+ bc

Mathematik
Stefan Etschberger

o

1.1. Reelle Zahlen

1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische
Umformungen

1.4. Briiche

1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen

1.6. Logarithmen

28

Mathematik
Stefan Etschberger

o

1.1. Reelle Zahlen

1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische
Umformungen

1.4. Briiche

1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen

1.6. Logarithmen

29



Mathematik
Stefan Etschberger

Algebraische Ausdriicke

> Beispiel flir einen algebraischen Ausdruck:

4X2y2 —|— 7y4X - 9X‘g ‘I— 1 1xy4 1. Grundlegende

Bausteine
1.1. Reelle Zahlen

> Die einzelnen Summanden (4x?y?, —9xy, usw.) heien Terme 12, Ganzzahige Porenzen

1.3. Algebraische

deS AU Sd rUCkS Umformungen

1.4. Briiche

» Faktoren vor den Buchstaben (4, 7, —9, 11): Koeffizienten 15. Nichtganzzahiige

Potenzen

1.6. Logarithmen

» Terme, die sich maximal durch Koeffizienten unterscheiden,

2. Grundlegende

genannt Koeffizienten von der gleichen Art, kbnnen Werkzeuge
zusammengefasst werden: b LI
4. Lineare Algebra
7y4x + ] ]Xy4 — ]8Xy4 5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
Binomische Formeln 7. Finanzmathematik
2 5 2 8. Reelle Funktionen
> (a ‘|‘ b) = a + zab —|— b 9. Differenzieren 1
> (a _ b)z — az _ Zab _|_ bz 10. Differenzieren 2
. . 2 - 2 11. Integration
> (Cl—|—b)((l b) = a b 12. DGLs
30
Mathematik
Primfaktorzerlegung
» Zahlen kénnen multiplikativ in Primfaktoren zerlegt werden, 1. Grundlegende
Bausteine
> BeiSpiel 1.1. Reelle Zahlen
1.2. Ganzzahlige Potenzen
1.3. Algebraische
64=8-8 oder 1848 =2-2-2-3-7-11 mormingen
1.5. Nichtganzzahlige
o o ° .o Potenzen
Faktorisierung algebraischer Ausdriicke 16, Logarithmen
. . . 2. Grundl d
> Analog bei algebraischen Ausdriicken: Werkzeuge |
Zerlegung in irreduzible Faktoren 3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

> Beispiele:

5. Lineare Programme

5a2b3 . 15ab2 — 5 .a- b2 . (ab . 3) 6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen
16a’b? — 9b* =b? - (4a? —3b) - (4a? + 3b)

9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2

11. Integration

12. DGLs
31



» Division zweier Zahlen (a, b € R, b # 0) kann durch Bruch geschrieben werden

a
:b=—=a/b
a = a/

» Rechenregeln (a, b, ¢ € R):

a-c —a  (—a)-(—1)
ﬁZ (b,c #0) —_b_(—b) (_1)_
a a (—l)a —a a b a+b
5 %= —% R
E+E:ad+cb a+E:ac+b

b d bd c c

b ab a c ac
T b d bd

a ¢ a d ad

b'd b c b

» Potenz mit a*, wenn a > 0 und x = 1/2: Quadratwurzel
» Schreibweise:

1
az =+/a wenn a > 0

» Rechenregeln fir a £ 0 und b > 0:
Vab =+/avb
g _ 3y
b Vb
» Achtung: Im allgemeinen:

Va+b+#£Va+vb

Mathematik
Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

1.1. Reelle Zahlen
1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische
Umformungen

1.4. Briiche

1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen

1.6. Logarithmen

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
32

Mathematik
Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

1.1. Reelle Zahlen
1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische
Umformungen

1.4. Briiche

1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen

1.6. Logarithmen

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Mathematik
Stefan Etschberger

» Problem: Was bedeutet z.B. 5%?

» Damit Rechenregeln giiltig bleiben: 53 ist Lésung der e
. . Grunalegende
G|e|Chung XS - 5 Bausteine

1.1. Reelle Zahlen

> AISO A”gemein (a E R, n E ]N): 1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische
Umformungen

1 n 1 1.4. Briiche
an = a =a 1.5. Nichtganzzahlige

Potenzen

1.6. Logarithmen

> SCh reibweise: 2. Grundlegende

Werkzeuge
1 q
anr —= {l/a 3. Aussagenlogik
4. Lineare Algebra
5. Lineare Programme

> Allgemeine rationale Exponenten (a € R, p € Z, q € IN): 6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik
P 1 P P .
aa . aa . ( {q/a) 8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
34

Mathematik
Stefan Etschberger

> Wie |6st man die Gleichung a* = b nach x auf?
(dabei soll gelten a,b > 0und a # 1)

» Neues Symbol: Der Logarithmus von b zur Basis a:

1. Grundlegende
Bausteine

ax =Db & X = loga b 1.1. Reelle Zahlen

1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische

Umformungen
> . 1.4. Briiche
BeObaChtu ngen : 1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen
] IOga (1 = 1 1.6. Logarithmen
[ ) — 2. Grundlegende
loga 1 O Werkzeuge

e log,(a™)=n

3. Aussagenlogik

| ReChen regeln: 4, Lineare Algebra

5. Lineare Programme

loga(c o d) — loga c + loga d 6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

C 8. Reelle Funktionen
logaazlogac—logad e

9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
| T=mn-l1
oga b L Oga b 11. Integration
12. DGLs
35



Spezielle Logarithmen:

» log, x =Ildx Logarithmus dualis

> logq;ox = logx Dekadischer Logarithmus

> log,x =1In x Logarithmus naturalis

Umrechnung von Basen

Beispiel

» Nach wieviel Jahren verdoppelt sich ein Anfangskapital K mit einem jahrlichen
Zins von 5%?

> Ldosung:

2K=K-(14+5%)™" =K-1,06™
&S 1,06m =2

In2
1° 142

—1 2= 0% o
& M= l0R1055 = 105

Grundlegende Bausteine
Grundlegende Werkzeuge
Aussagenlogik

Lineare Algebra

Lineare Programme

Folgen und Reihen

Q Grundlegende Werkzeuge
Notation von Summen
Binomische Formel
Doppelsummen
Grundbegriffe der Logik
Grundlegendes Gber Mengen

Finanzmathematik

Reelle Funktionen

Differenzieren 1

Differenzieren 2

Integration

) & 6 O OO @ ® O ® O 0

~°*'CcC_ . _«* _°b_1_°" 1\ .

Mathematik
Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

1.1. Reelle Zahlen
1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische
Umformungen

1.4. Briiche

1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen

1.6. Logarithmen

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
36



> Oft sinnvoll: Abkiirzen von langeren Summen durch das

Summenzeichen ) (GroBes griechisches Sigma)
» Beispiel: Summe von 6 durchnumerierten Zahlen:

6
N1+ N2+ N3+ Ny +Ns+Ne =) N;

i=1

Sprechweise: ,Summe von 1i gleich 1 bis 6 tiber N;*

» Obere und untere Summationsgrenze kann variieren, z.B.

q
i=p

» Auch konkrete Berechnungsvorschriften sind mdglich, z.B.

8
Zi2=32+42+52+62+72+82
1i=3

Rechenregeln fiir das Summenzeichen

n n n
(ai+bi)=) ar+) b; Additivitat
i—1 = =
n n
Z c-ai==c¢ Z ai Homogenitat
i—1 =
n
> Damit leicht zu zeigen (Setze py = L 3 ay):
=1
n
Z (ai Hx) =0
i—1
n n
Y lai—w) =) af | —n-u3
i=1 i=1

Mathematik
Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

2.1. Notation von Summen
2.2. Binomische Formel

2.3. Doppelsummen

2.4. Grundbegriffe der Logik

2.5. Grundlegendes Uber
Mengen

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs

38

Mathematik
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

2.1. Notation von Summen
2.2. Binomische Formel

2.3. Doppelsummen

2.4. Grundbegriffe der Logik

2.5. Grundlegendes Uber
Mengen

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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» Analog zum Summenzeichen:
Das Produktzeichen | |

» Zum Beispiel:

(x+ (=) =(x—1)(x+1)

2
=1

1

> Spezielle Abkurzung:

n
Hi=1-2-...-n:n! ,n Fakultat”

i=1

» Man definiert den Binomialkoeffizienten als:

D

j=1

> Wobei 0! = 1 gesetzt wird. Also: (7)) =1

5 5-4
(2) =127
» Rechenregeln:

(8)= () e ()= ()

> Beispiel:

Mathematik
Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

2.1. Notation von Summen
2.2. Binomische Formel

2.3. Doppelsummen

2.4. Grundbegriffe der Logik

2.5. Grundlegendes Uber
Mengen

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

2.1. Notation von Summen
2.2. Binomische Formel

2.3. Doppelsummen

2.4. Grundbegriffe der Logik

2.5. Grundlegendes Uber
Mengen

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Mathematik
Stefan Etschberger

» Newtons binomische Formel

m m _ 1. Grundlegende
(a+b)m:(o)am+(1>am 1b_|_ Bausteine
2. Grundlegende

m m Werkzeuge
m—1 m 2.1. Notation von Summen
+ (m —_ 1 ) ab —|_ (m) b 2.2. Binomische Formel

2.3. Doppelsummen
2.4. Grundbegriffe der Logik

2.5. Grundlegendes Uber
Mengen

> Ku erorm: 3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra
m 5. Lineare Programme
m m m—ki k
(a + b) = a b 6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
» Zum Beispiel:
p 10. Differenzieren 2

11. Integration

(x +y)* =x" +4x°y + 6x*y* + 4xy’ +y*

42

Mathematik
Stefan Etschberger

> Beispielsituation: Daten in Tabellenform in n Spalten und m

Zeilen
> Einzelne Eintrdge: aj; mitie 1,..., mundje1,..., n Bousteine
» Summe Uber alle Zahlen mit Doppelsummen: 2. Grundlegende

Werkzeuge
2.1. Notation von Summen
2.2. Binomische Formel
m m m n m 2.3. Doppelsummen
2.4. Grundbegriffe der Logik
Z a11 + Z (11',2 + LRI + Z ai‘n_ — Z aij 2.5. Grundlegendes Uber
i=1 i=1 i=1

Mengen

i=1 j=1

3. Aussagenlogik
4. Lineare Algebra
. 5. Lineare Programme
> Es gilt:

6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

m
. 8. Reelle Funktionen
Z Z (11] - Z Z al) 9. Differenzieren 1
i=1 j=1 ji=1 i=1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Mathematik
Stefan Etschberger

> Satz: Aussage, die als wahr oder falsch nachgewiesen werden
kann

> Implikation: Wenn Aussage A wahr ist muss Aussage B wahr 1. Grundlegende
sein. Andernfalls ist Implikation falsch. Schreibweise: e

2. Grundlegende
Werkzeuge

2.1. Notation von Summen

A_ # B 2.2. Binomische Formel

2.3. Doppelsummen
2.4. Grundbegriffe der Logik

2.5. Grundlegendes Uber
Mengen

» Gilt A = B sagt man auch:

e A ist eine hinreichende Bedingung fiir B 4. Lineare Algebra
e B ist eine notwendige Bedingung fir A 5. Lineare Programme

» Aquivalenz: Gilt A = B und B = A gleichzeitig, ool
. . . 7. Finanzmathematik
sind A und B dquivalent:

3. Aussagenlogik

8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

A <:> B 10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Mathematik
Stefan Etschberger

Warum Aquivalenzumformungen bei Gleichungen? 1. Grundlegende

Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

> Gegeben: Kette von Aquivalenzumformungen

2.1. Notation von Summen

2.2. Binomische Formel

2.3. Doppelsummen
f(X) - O @ LN @ - 1 \/ X = 17 2.4. Grundbegriffe der Logik

2.5. Grundlegendes Uber
Mengen

» Ersetzen von ,&" durch ,="? S ——
4. Lineare Algebra
5. Lineare Programme
> Ersetzen von ”@u durCh ,,#ll? 6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2

11. Integration

12. DGLs
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Mengen und Elemente

» Menge: Sammlung von Elementen
» Aufzahlung in geschweiften Klammern. Zum Beispiel Menge E:

E = {Fisch, Nudeln, Huhn, Eis}

» Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn jedes Element von A
auch in B ist und andersherum, also:

{CL, 1) 4} :{4) 1) CL}
» Darstellung von Mengen durch Beschreibung der Elemente, z.B.
M={xeR:0<x<1}

» Zugehorigkeit zu einer Menge:

x €A x ist ein Element der Menge A

Teilmengen und Verkniipfungen

Teilmengen

> |st Jedes Element einer Menge A auch Element der Menge B,

so heildst A Teilmengevon B A C B

» Damit gilt:
A=B & ACBundBCA

Mengenverkniipfungen

Notation  Sprechweise Die resultierende Menge besteht
aus den Elementen, die
AUB Vereinigungsmenge von A mindestens zu A oder B gehoren
und B
ANB Schnittmenge von A und B sowohl in A als auch in B liegen

A\B A ohne B zu A, aber nicht zu B gehoren

Mathematik
Stefan Etschberger

2.1. Notation von Summen
2.2. Binomische Formel

2.3. Doppelsummen

2.4. Grundbegriffe der Logik

2.5. Grundlegendes tiber
Mengen
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Mathematik
Stefan Etschberger

2.1. Notation von Summen
2.2. Binomische Formel

2.3. Doppelsummen

2.4. Grundbegriffe der Logik

2.5. Grundlegendes tiber
Mengen
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Mathematik: Gliederung

Einfuhrung
Aussagenverkniipfungen
Argumentationstechniken

Mathematik
Stefan Etschberger

Warum beschaftigen wir uns mit der Aussagenlogik?

» zahlreiche ,Aussagen” aus der Vorlesung erforden
grundlegendes Verstandnis der Aussagenlogik

» Grundlage der mathematischen Beweisfiihrung
» Hilfreich zum Erlernen von Programmiersprachen

Wesentliche Lernziele

3.1. Einfiihrung

3.2. Aussagenverkntpfungen

» Kenntniss der relevanten Begriffe wie Definition, Axiom, Satz 33, Argumentieren
und Beweis

» Verstandnis der wesentlichen aussagenlogischen Operatoren

» Auswertung logischer Aussagen hinsichtlich der Eigenschaften
+wahr* oder ,falsch”

» Beherrschung grundlegender Beweistechniken wie dem
direkten und indirekten Beweis sowie der vollstandigen
Induktion
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Beispiel

Aussagen eines Politikers zur Wahl

» Die Vollbeschaftigung wird erhalten oder
die Steuern dirfen nicht erhht werden.

» Wenn sich Politiker um die Bevolkerung
kimmern, missen die Steuern angehoben
werden.

» Die Politiker kiimmern sich um die Bevolke-
rung oder die Vollbeschaftigung kann nicht
erhalten werden.

> Es stimmt nicht, dass die Erhaltung der Voll-
beschaftigung eine Steuererh6hung zur Fol-
ge haben muss.

Hat sich der Politiker widersprochen?

Begriffe

» Axiom: Grundsachverhalt als Ausgangspunkt, wird nicht bewiesen

» Definition: Sachverhalt, wird durch neuen Begriff beschrieben, bezieht sich auf

bereits Definiertes oder auf Axiome

Mathematik
Stefan Etschberger

3.1. Einflihrung
3.2. Aussagenverkntpfungen

3.3. Argumentieren
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Mathematik
Stefan Etschberger

» Aussage (math. Satz): Formulierung auf Basis bisherigen Wissens, wird als wahr

oder falsch identifiziert.

> Aussagenverknipfungen: Negation (A), Konjunktion (A /\ B), Disjunktion

(A B), Implikation (A = B), Aquivalenz (A & B)
> Tautologie: Verkniipfte, stets wahre Aussage
» Kontradiktion: Verkniipfte, stets falsche Aussage

> Allaussage:

AMAAQR)... = NARX (fuirx=12,...)

X

> Existenzaussage:

AMVAQ)... = VAR (firx=12,..))

X

3.1. Einflihrung
3.2. Aussagenverkntpfungen

3.3. Argumentieren
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Mathematik
Stefan Etschberger

Aussagenverknipfungen

Wahrheitswerte aller moéglichen Verkniipfungen der
Aussagen A und B

A w w f f

B w f w f

1) w w w w Verknipfung ist stets wahr

2) f f f f  Verknlpfung ist stets falsch

2) f f f f Verknupfung ist stets falsch g
3) w w w f Disjunktion AV B 33 Argumentieren
4 w w f w ImplikationB = A

5 w f w w Implikation A = B

6) f w w w Negierte Konjunktion A /A B

7)) w f f f  Konjunktion A A B

8) f w f f Negierte Implikation A = B

9) f f w f Negierte Implikation B = A

100 f f f w Negierte Disjunktion A\ B

1M1 w f f w AquivalenzA & B

12) f w w f Negierte AquivalenzA < B

13) f w f w NegationB

14) f f w w Negation A

52

Mathematik
Stefan Etschberger

Beispiel

Gegeben sind Aussagen Uber den Marktanteil eines weltweit
vertriebenen Markterzeugnisses P in zwei Handelszonen:

A: ,, Das Produkt P hat in der Europdischen Union (EU) einen
Marktanteil von mehr als 25 % “

B: ,, Das Produkt P hat in Nordamerika (NA) einen Marktanteil von "
3.1. Einfihrung
mehl" CllS 25 %“ 3.2. Aussagenverkntpfungen

3.3. Argumentieren

Abgeleitete Aussagen:

» A Der Marktanteil von P in der EU betragt héchstens 25%.

» A /\ B: Der Marktanteil von P betragt in der EU und in NA mehr als 25%.
» AV B: Der Marktanteil von P betragt in der EU oder in NA mehr als 25%.
>

A = B: Wenn der Marktanteil von P in der EU mehr als 25% betragt, so liegt er auch
in NA Uber 25 %.

\ 4

A & B: der Marktanteil von P in der EU betrdagt genau dann mehr als 25%, wenn er
auch in NA Uber 25 % liegt.
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Ausgangspunkt: Aussage A mit

A: ,, Der Gewinn einer Unternehmung ist gleich dem Umsatz
abziiglich der Kosten. “

Daraus abgeleitet:

A1: Die Kosten wachsen.
A>: Der Umsatz wachst.
A3: Der Gewinn wachst.

Dann ist die folgende Implikation wahr:

> (A_1 AN Az) = A3z :,,Wenn der Umsatz bei nicht steigenden
Kosten wiichst, so wdichst auch der Gewinn. “

» Direkter Beweis einer Implikation A = B (analog Aquivalenz A & B):

A=C=C=...=—8B

> Beweis von A % B durch Gegenbeispiel
» Beweisprinzip der vollstandigen Induktion flr Allaussagen

e Induktionsanfang: Beweis der Aussage fiir kleinstmoglichen Wert von n
(oftn =0odern=1)
e Induktionsvoraussetzung: Annahme, dass die Aussage fir n. wahr ist

e Induktionsschluss: Beweis (unter Ausnutzung der Induktionsvoraussetzung), dass die

Aussage auch fir n + 1 giltig ist

n
> Beispiel (vollst. Induktion): A(n) = > i= M n e N
i=1

1
e Ind-Anfangin=1: Y i=1 = L2 =1
i=1
e Ind.-Schluss:
n—+1 n

Z 1= Z i+ (n+1)= M"—(n—i—]): n(n+]);-2(n_|_]) _

i=1 i=1
(n+1)(n+2)
2

D,
Mathematik‘(/s

Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik
3.1. Einfihrung
3.2. Aussagenverkntipfungen

3.3. Argumentieren
4, Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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P
Mathematik‘US

Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik
3.1. Einfuhrung
3.2. Aussagenverkntpfungen

3.3. Argumentieren

4, Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Beispiel: Beweis durch Gegenbeispiel Mathematik

Stefan Etschberger

» Ausgangspunkt: Die 6konomische Gleichung

Gewinn = Umsatz — Kosten
» Daraus:
.. . . .. .. . 3.1. Einflihrung
A: FUr zwei Produkte stimmen Umsatze und Kosten Uberein B ——
B: Fir zwei Produkte sind die Gewinne gleich 33 roumentieen

» Damit gilt: A = B, andererseits aber B % A.

Gegenbeispiel zur Bestatigung von B % A:
» Fir zwei Produkte gegeben:

e Umsdatzeu; =2,uy; =5
e Kostency =1,c, =4

» Dannistgy =u; —c1 =2—1 =1= wu; —c, =5—4 =gy, aber
u; #uz,c1 #FCa.

56

Mathematik: Gliederung
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Matrizen und Vektoren
Matrixalgebra
Punktmengen im R™
Lineare Gleichungssysteme
Inverse Matrizen
Determinanten

Eigenwerte



Warum beschaftigen wir uns mit linearer Algebra?

» Quantitative tabellarische Daten (Excel) sind aus betriebs- und
volkswirtschaftlichen Fragestellungen nicht wegzudenken

» Methoden der Matrizenrechnung erleichtern beziehungsweise

ermoglichen die Analyse solcher Daten

Wesentliche Lernziele

» Kennenlernen der Eigenschaften von Matrizen

» Beherrschen elementarer Matrixoperationen

> Fahigkeit, lineare Gleichungssysteme aufzustellen, zu 16sen und

diese Losung darzustellen

» Beherrschen des Invertierens spezieller Matrizen

Einfiihrung

Beispiel 1

> Eine Unternehmung stellt mit Hilfe der Produktionsfaktoren F;, F,, F3 zwei Produkte

P] , Pz her.

> Zur Produktion flr jede Mengeneinheit von P; (j = 1,2) werden ai; Mengeneinheiten

von F; (1 = 1,2,3) verbraucht.

Verbrauch fur eine Einheit des Produkts
Py P>

von Einheiten Fi aiq aiz

der F2 azq azz
Produktionsfaktoren Fs3 asi ason

» Grafisch dargestellt:
F1 QJ? N F2 o a3l F3
o >

Q

@ o>

P1 P>

Mathematik
Stefan Etschberger

4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™

4.4. Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte
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Mathematik
Stefan Etschberger

4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™

4.4, Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte
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Elnfu hru ng Mathematik

Stefan Etschberger

Beispiel 2

» Fir funf gleichartige Produkte P1, ..., P5 werden drei Merkmale erhoben,

» und zwar der Preis, die Qualitat und die Art des Kundenkreises, der das jeweilige Produkt

nachfragt.
> Ergebnis:
Merkmale
Preis  Qualitat Kundenkreis
4.1. Matrizen und Vektoren
Produkte P, 20 sehr gut A 2. Matri
.2. Matrixalgebra
PZ 18 sehr QUt B 4.3. Punktmengen im R™
P3 20 sehr gut A 44, Lineare
P4 16 maBIg C Gleichungssysteme
PS 1 8 OrdentIiCh B 4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten
Fragen: 47. Eigenwerte

» Ahnlichkeit von Produkten
» Finden von Kundensegmenten

» Zuordnen zu diesen Segmenten

— Marktforschung

60

Definitionen Mathematik

Stefan Etschberger

Definition Matrix

» Ein geordnetes, rechteckiges Schema von Zahlen oder Symbolen

/an a2 Cl]j (1111\
azi az2 e (lzj e az2n

A — = (ay)
(.111 (112 o« o al) c o alﬂ )
4.1. Matrizen und Vektoren
* 4.2. Matrixalgebra
K . . 4.3. Punktmengen im R™
. 4.4, Lineare
am] amz °c amJ °c amn) Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen

4.6. Determinanten

mit m,n € IN hei3t Matrix mit m Zeilen und n. Spalten oder kurz 47. Higenwerte
m x n-Matrix (Im Folgenden: ai; € R).

aii,...,amn heiBen Komponenten der Matrix.
Dabei gibt i die Zeile und j die Spalte an, in der a;; steht.

1 hei3t Zeilenindex und j Spaltenindex von as;.

vV v v Y

Sind alle Komponenten ay; reelle Zahlen, so spricht man von einer
reellen Matrix.
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Mathematik
Stefan Etschberger

Definition

> Zu jeder m x n-Matrix

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende

A — : : Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

4.1. Matrizen und Vektoren

> heiBt die Tl X m'MatriX 4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™
a] 1 LA am] 4.4, Lineare
Gleichungssysteme
AT oy : : 4.5. Inverse Matrizen
. . 4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte
5. Lineare Programme

> die zu A transponierte Matrix 6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik
# (AT) T _ A 8. Reelle Funktionen
- 9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

w N
62 IION)
N A

ol

4. Lineare Algebra
4.1. Matrizen und Vektoren

4.2. Matrixalgebra

>

—

I
G AWM=
AN G W=

4.3. Punktmengen im R™

4.4. Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

5. Lineare Programme

N =i =
Q1 W N
B~ w
~
b
—
~—
—
I
b=
I
N —i
B~ w =
(@ IO BN )

6. Folgen und Reihen

o
w

7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Definition

> n x 1-Matrix heif3t Spaltenvektor mit n Komponenten:

» 1 x n-Matrix heif3t Zeilenvektor mit n Komponenten:

aT:(a1,...,an)

as 4 as

Mathematik
Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra
4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™

4.4. Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra
4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™

4.4. Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Relationen zwischen Matrizen Mathematik

Stefan Etschberger

Definition

> Seien A = (ayj),, ,, und B = (by;) . reelle Matrizen mit
uberelnstlmmender Zeilenzahl m und Spaltenzahl n.

» Dann wird definiert:

4.1. Matrizen und Vektoren

A_ = B @ a’l) — bl) fur a”e i« — ],...,m,j — 1)-00)11 4.2. Matrixalgebra
. . . 2 2 3. Punktmengen im R™
A#B & aij # bi;  flr mindestens ein Indexpaar (1, j) 3 pnkmenenin
T A leichungssysteme
A S B @ a’l) S bl] V(T’) ).) f.s. |nver§sle :/I:trizen
A < B @ a—‘L) < b‘L) \V/(l))) 4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

» Entsprechend A > B und A > B.
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Spezielle Matrizen Mathematik

Stefan Etschberger

Definition

a) A= (aii)n,n heil3t quadratisch
b) A= (ay), ,, mit A=AT heit symmetrisch

c A= (aii)n,n heift Dreiecksmatrix, wenn

4.1. Matrizen und Vektoren

al] — O fur i < j (Untere DreieCksmatriX) Oder 4.2. Matrixalgebra
ai; = 0 fir i > j (obere Dreiecksmatrix) e

Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen

d) A = (ayj), ,, heiBt Diagonalmatrix, wenn ai; = 0 flr alle 1 # j 46. Determinanten

4.7. Eigenwerte

e) A = (ay), , heilt Einheitsmatrix, wenn ai; = 1 fir alle i und
ai; = 0 far alle) # j
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Addition und Subtraktion von Matrizen Mathematik

Stefan Etschberger

Definition

> Gegeben: A = (aij)m)n und B = (by;),
» Dann gilt:

> Addition: A + B = (ay),, ,, + (byy), , = (a5 + b))

)n.

> Subtraktion: A — B = (ayj)

b ) 4.1. Matrizen und Vektoren
U/ m,n 42. Matrixalgebra

4.3. Punktmengen im R™

m,n (bij)m n (aii -

)
4.4. Lineare

° Gleichungssysteme
Damit:

4.5. Inverse Matrizen

4.6. Determinanten

> A —|— B — B —|— A 4.7. Eigenwerte
» (A+B)+C=A+(B+C)

» Addition/Subtraktion nicht definiert, wenn Zeilen- bzw.
Spaltenzahl nicht Gbereinstimmen
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Skalare Multiplikation Mathematik

Stefan Etschberger

Definition

> Gegeben: A = (aij)m)n und r € R (Skalar).
» Dann gilt:

T AT (@) g = (0 Q) = (@ T = AT

° ° 4.1. Matrizen und Vektoren
Beispiel:

4.2. Matrixalgebra

5. 1 2 . 5 1 O 43. E}Jnktmengen imR"
3 5/ \15 25 Gleichungssystere

4.5. Inverse Matrizen

4.6. Determinanten

Au Be rdem gilt: 4.7. Eigenwerte

(rs)A = 71(sA) (Assoziativgesetz)
( TA + SA (Distributivgesetz)
TA + 1B

=75
>+
T o
= >
|
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Matrixmultiplikation Mathematik

Stefan Etschberger

> Gegeben:
A = (aik)m’p ‘ B : p Zeilen q Spalten
und B = (by; .
( Kj )p,n )
» Dann qilt: e Tld
A-B S I
- (alk ) n,p . (bk] )p »q s qu 4.1. Matrizen und Vektoren
P 4.2. Matrixalgebra
— b 4.3. Punktmengen im R™
_ Z alk kJ 4.4. Lineare
k=1 n,q Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

C12 cee Ciq 4.7. Eigenwerte

a c c
> Mere ; HORER

Zeile mal Spalte!

an1 an2 e Clnp Cni1 Cn2 e qu
A :n Zeilen p Spalten C = A x B: n Zeilen q Spalten
70
Spezialfille und Rechenregeln Stefon trechbenger

Spezialfalle der Matrixmultiplikation

» A = (m x n)-Matrix, B = (n x m)-Matrix
= es existiert A-B und B-A

» A quadratisch = A -A = AZ existiert

» A, B quadratisch = A - B existiert und B - A existiert.
Aber: Im Allgemeinen A -B #B - A

> ISt E E|nhe|tsmatr|x, dann gllt: 4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra

A . E = E . A = A 4.3. Punktmengen im R™

4.4, Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen

Spezielle Rechenregeln

4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

> A = (m X p)-Matrix, B = (p x n)-Matrix. Damit gilt:
» A-B und BT.AT existieren.
» BTAT=(A-B)T

» ATA ist symmetrische (p x p)-Matrix und
AAT  ist symmetrische (m x m)-Matrix
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Norm Mathematik

Stefan Etschberger

» Gegeben Vektor a € R™
» Definition: Absolutbetrag, Norm oder Lange eines Vektors:

la| =la] =VaTa=+va2+...+ a2 =

4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra

4.3. Punktmengen im R™

> Seien a, b, c Vektoren des R™ und r € R ein Skalar. Dann gilt: A lizz3

Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen

a la+bl= llb+al, lla—bll=[b—a] i
b) |rafl = [r]-[la]
o |la™]|| <|la]-|Ib]] fir n>1 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
—|al - [b] furm =1
d) |la+b| = |a] + o]l (Dreiecksungleichung)
e [la—c|]f = lle=bl = la=bll = [la—c|+|lc— Dbl
Kosinussatz mathematk

Stefan Etschberger

» Gegeben: a,b Vektoren des R",
die den Winkel y einschliel3en.

» Nach dem Kosinussatz gilt im Drei-
eck mit den Ecken 0, A, B

2
la—Dbl" =
2 2
||a|| + Hb” _2||a|| ’ HbH COS’Y' / _ - 4.1. Matrizen und Vektoren
, ’ _ - - 4.2. Matrixalgebra
& - 4.3. Punktmengen im R™
4.4, Lineare
Gleichungssysteme
> Damit gilt: 4.5. Inverse Matrizen

4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte
2
7 (la+bl* =l — o]
2 2 2
=3 (llall* +1I6]l" = la — b
= [lal[ - |Ib]| - cosy
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D,
Mathematik‘US
Stefan Etschberger

Definition Hyperebene

» Gegeben:a e R"mita#0undb € R e
» Dann heil3t H(a,b) = {X eR™: aTX — b} Hyperebene im R™ Werkzeuge

3. Aussagenlogik

1. Grundlegende
Bausteine

» Anmerkung: H teilt den R™ in zwei Halbraume

4. Lineare Algebra
4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™

Definition Sphare

4.4, Lineare
Gleichungssysteme

> Gegeben: Cl E ]R,n 7 T e ]R,_|_ 4.5. Inverse Matrizen

4.6. Determinanten

> Dann heit K ={x € R™ : |[x — a|| = 1} Sphare (Kugelfliche) im *»mere
Rn und dem RadiUS T 5. Lineare Programme

6. Folgen und Reihen

» Damit: -Umgebung von a: K_(a,r) ={x e R™: ||x — a|| < 1} 7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Mathematik‘US
Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

L3 L3
Beispiele
2. Grundlegende

Werkzeuge

3. Aussagenlogik

» H={x € R>: 2x; + 3x2 + 3x3 = 6}

3
X— 12
0

4.5. Inverse Matrizen

{xers a3 r a2 et - 1] T

5. Lineare Programme

4. Lineare Algebra
4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
— ‘I } 4.3. Punktmengen im R™
4.4. Lineare
Gleichungssysteme

> K:{XGIR3:

6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Offenheit, Abgeschlossenheit Mathematik

Stefan Etschberger

Gegeben

» M C R™ eine Punktmenge des R™ und
» M =R" \ M deren Komplement bzgl. R™.

Dann heif3t:

» a € R™ innerer Punkt von M, wenn eine r-Umgebung K_(a, 1)

von a existiert, die ganz in M liegt, also K_(a,r) C M, 41 Matrizen und Vektoren
» a € R™ dullerer Punkt von M, wenn eine r-Umgebung K_(a, 1) P ——
von a existiert, die ganz in M liegt und i
» a € R™ Randpunkt von M, wenn a weder innerer noch i

4.7. Eigenwerte

aullerer Punkt von M ist.

Eine Punktmenge M € R™ heif3t dann

» offen wenn jedes Element a € M innerer Punkt von M ist,

> abgeschlossen, wenn jedes Element a € M innerer Punkt von
M ist, also das Komplement M offen ist.
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Beschranktheit, Kompaktheit Mathematik

Stefan Etschberger

Eine Punktmenge M C R™ heil3t

» beschrankt nach oben, wenn ein b € R™ existiert
mit b = x flr alle x € M,

» beschrankt nach unten, wenn ein a € R™ existiert
mit a < x fir alle x € M,

» beschrankt, wenn M nach oben und unten beschrankt ist, e o
4.3. Punktmengen im R™

» kompakt, wenn M beschrankt und abgeschlossen ist.

4.4, Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen

4.6. Determinanten

BEiSpiEIE 4.7. Eigenwerte

Mi={xecR::x;+2x2 <3, ||x]| £2}
My ={x€cR2: x €N}
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Lineare Gleichungssysteme: Einflihrung

Beispiele linearer Gleichungssysteme

a) 2X1 — 3X2 = -1

X1 + X2 = 2

X1 + X2 = 4

o) X1 + x2 = 2

C) X1 — X2 = 1

—2x1 + 2x = -2
Probleme:

> System l6sbar oder nicht?
» Verfahren zum Auffinden von Losungen
» Darstellung von mehrdeutigen Lésungen

Dazu gibt es:

» Den Gaul3schen Algorithmus (erzeugt Dreiecksmatrix)

» das Verfahren von Gaul3-Jordan (modifizierte Gaul3: erzeugt
Einheitsmatrix)

Allgemeines lineares Gleichungssystem

» Ein System von Gleichungen

ajixy + aizx2 + - 4+ A1nXn = bq
ar1X1 + ar»xs + -+ 4+ A2nXn = by
AmiX1 + aQm2x2 + -+ + AmaXn = by

» heildt lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n
Unbekannten.

> Die aij und b; heillen Koeffizienten des Gleichungssystems.

» |n Matrixform:

» Losungsmenge:

Mathematik
Stefan Etschberger

4.1. Matrizen und Vektoren

4.2. Matrixalgebra

4.3. Punktmengen im R™

4.4, Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

Mathematik
Stefan Etschberger
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4.1. Matrizen und Vektoren

4.2. Matrixalgebra

4.3. Punktmengen im R™

4.4, Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte
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Lésungsdarstellung Mathematik

Stefan Etschberger

> Beispiel fir Enddarstellung:

X1
X1 4+ X3 =4 o 1T 0 1 0 1 x2 | 4
X2 +3x3 +2x4 =7 O 1 3 2 X3 - \7
X4

» Dabei bezeichnet:

4.1. Matrizen und Vektoren

XB 4.2. Matrixalgebra
(E‘ R) — 4.3. Punktmengen im R™
XN 4.4, Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen

4.6. Determinanten

» kann nach Basisvariablen aufgelést werden: 7. Hoenwerte
X1 =4—x3, x2=7—3x3—2x4 (allgemeine Losung)

» In diesem Fall immer I6sbar, zum Beispiel mit

o= (1) =) = == ()-0)

> Gesucht: Verfahren zur Uberfiihrung beliebiger Gleichungssysteme in
diese Form
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Lésung von LGS Mathematik

Stefan Etschberger

Elementare Umformungen

» Das sind Umformungen der Koeffizientenmatrix, die die Lésung
nicht verandern. Erlaubt ist

» Multiplikation einer Zeile mit beliebigen Zahlen c # 0
» Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile o

» Vertauschen von Zeilen oder Spalten

4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™

4.4, Lineare
Gleichungssysteme

Losungsalgorithmus

4.5. Inverse Matrizen

4.6. Determinanten

» Losung mit Verfahren von Gaul3-Jordan:
Systematische Umformungen nach obigem
Prinzip, bis Darstellung der Koeffizienten-
matrix in Einheits- und Restmatrix ensteht

4.7. Eigenwerte

» Algorithmus und Lésungsvarianten
siehe Vorlesung
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Invertierung von Matrizen Mathematik

Stefan Etschberger

Definition

» Gegeben: n x n-Matrix (quadratisch)

» Existiert eine n x n-Matrix X mit AX = XA = E, so heil3t X die
Zu A inverse Matrix.

> Schreibweise: X = A~

— 1 _ — 1 _ 4.1. Matrizen und Vektoren
> é AA' — A A' — E 4.2. Matrixalgebra
. . 4.3. Punktmengen im R™
Inverse Matrizen und Gleichungssysteme a6 ez

Gleichungssysteme

> Falls A~ existiert, gilt: 45 erse Mien

4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

Ax=b = A TAx=A"Td = Ex=x=A"b
» Damit existiert genau eine L6sung und zwar:

x=A"Tb
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LGS und Orthogonalitat Mathematik

Stefan Etschberger

Berechnung inverser Matrizen durch den Gau3algorithmus:
» Ansatz:

AX + Ey=0
= A TAx+ A TEy= 0
= Ex+ A ly=0

> Also: GaulStableau mittels elementarer Umformungen L
folgendermallen umformen: 42 atralgebra

4.3. Punktmengen im R™

4.4, Lineare

(AlE) —  (EA7)

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

Orthogonale Matrizen

» Eine n x n-Matrix A heil3t orthogonal, wenn gilt:
» AAT=ATA=E

> Bei orthogonalen Matrizen A gilt also: A~! = AT,
> Mit A ist damit auch A" orthogonal
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Determinanten: Voriiberlegung Mathematik

Stefan Etschberger

Permutationen und Inversionen

» Sei M ={ay,...,a,} eine nelementige Menge.
» Dann: jede Anordnung
(ap,y...,0ap, ) der Elemente ay,...,a, mit
{p1,...,pnt ={1,...,n} heildt eine Permutation.

> Wenn fir ein Paar (ai, a;j) einerseits i < j, und andererseits
Pi > pj, gilt: Inversion.

» Also: Ausgehend von Permutation (ai,...,a,): Jede 41. Matrizen und Vektoren
H . . . 4.2. Matrixalgebra
Vertauschung zweier Elemente a; und a; ist eine Inversion. 43, Punktmengen im R
élé‘e.icl_::fnzsesysteme
BEiSpiEI 4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten
> Gegeben: Menge {‘l )2)3} 4.7. Eigenwerte
84
Definition Determinante Mathematik

Stefan Etschberger

» Gegeben: A, eine n X n-Matrix.

» AuBerdem: (1,...,n) sei geordnetes n=Tupel der Zeilenindizes und
p = (p1,...,pn) eine Permutation von (1,...,1) mit v(p)
Inversionen.

» Determinante von A ist dann:

detA s E (—] )V(p) . a]p1 . azpz * e e * anpn 4.1. Matrizen und Vektoren
P

4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™

4.4, Lineare
Gleichungssysteme
. o 4.5. Inverse Matrizen
Beispiele

4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

> Gegeben: A als eine n X n-Matrix

> Firn = 1 giltdann A = (a7) sowie detA =det(aj1) =ajq.
» Fir n = 2 enthalt die Determinante 2! = 2 Summanden,

» namlich: a11 a2 ohne Inversion und —a > a1 mit einer Inversion.

ain a2

> it: det A = det
Damit: de € <a21 Ao

> = ajjaz2 —ajz2azi.
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Determinanten von 3 x 3-Matrizen

Beispiel: Determinante einer 3 x 3-Matrix

» Fir n = 3: Determinante hat 3! = 6 Summanden, namlich
aji1az2ass ohne Inversion,
ajzaz3zasz; und ajzazgas; mit zwei Inversionen,
—aj1az23a32 und —ajz2az7aszz mit einer Inversion und
—a130a22a37 Mit drei Inversionen.

> Es qilt:

ar a2 ais
detA = det| ax; axy azs
az; asz ass

- 11022033 + a120230371 + 13027032
—(a110a23432 —aA120a210a33 — A13022037

» Einfacher zu merken: Regel von Sarrus (siehe Vorl.)

Zahlenbeispiel Determinanten

Beispiel

1 2 3
B=[1 -1 —1],
2 1 0
1T -2
cC=|-1 1 o0
1 -2

» Zeigen Sie: detA = —2,
detB = 6,
detC =0

Mathematik
Stefan Etschberger

4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™

4.4, Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte
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Mathematik
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4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™

4.4, Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte
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Minor, Kofaktoren Mathematik

Stefan Etschberger

» Gegeben: n x n-Matrix A mitn = 2;

» Streiche Zeile 1 und Spalte j, = Matrix mit n — 1 Zeilen und n — 1
Spalten:

( ar arj—1 ar; arj+1 Ain \

ai—1,1 ... QAi-15-1 Qi1 Gi—1+1 ... Qicln

Ai: = i1 s i-—1 €5 Q=1 e i
i3 = sJ )) DEE

4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra

aiv1,1 ... Qip1-1 0 Qik1y o Qig1541 -.. Qigln 43, Punktmengen im B"
4.4, Lineare
Gleichungssysteme

\ : ) 4.5. Inverse Matrizen
an] oo an’J —1 OLTL] an,J +1 c e ann 4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

» nach dem Streichen heil3t diese Matrix Minor

» Damit kann man das algebraische Komplement oder den Kofaktor d;;
zur Komponente ai; von A berechnen:

L detAy fur i+ j gerade

.. — — l+] 11 — )
dl] = ( ]) detAlJ { —det Al) fur1—|—) ungerade
L,j=1,...,n)
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Kofaktoren Mathematik

Stefan Etschberger

Entwicklungssatz von Laplace

» Entwicklungssatz fiir Determinanten

> Gegeben: A eine n x n-Matrix und D die Matrix der Kofak-
toren.

» Dann giltfurm =23,...

det A 0 e 0
0 detA .- 0
T _
AD - 4.1. Matrizen und Vektoren
. . o . 4.2. Matrixalgebra
O O 500 det A 4.3. Punktmengen im R™
4.4, Lineare
Gleichungssysteme
» Insbesondere wird mit: 45. Inverse Matrizen

4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

detA = aldi = ai1dis +...+ aindin  (=1,....n)
=dTd =ajjdij+...+ anjdn;  (=1....0)

die Determinante von A nach der iten Zeile aiT = (ai1y...,ain) bzw. nach der
Cl]j

j-ten Spalte = | : | von A entwickelt.

anj
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Stefan Etschberger

Beispiele
. . 1. Grundlegende
» Zeigen Sie: Bausteine
2. Grundlegend
Werk:eugeege .

3. Aussagenlogik

é det A — 5 4. Lineare Algebra

4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
] 4.3. Punktmengen im R™

N
w =Oo N
— N O O

4.4. Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

5. Lineare Programme

= detB =0

6. Folgen und Reihen

_— O - N
_— O N —
—_ O O W

7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
920

Y
Mathematik‘US
Stefan Etschberger

Es gilt fir A,B € R™*™:

1. Grundlegende

> det(AB) =detA -detB (Determinantenmultiplikationssatz) Srusene

2. Grundlegende

> aber: im allgemeinen det(A + B) # det A + detB Werkzeuge

3. Aussagenlogik

> detA #0 & A~ existiert

4. Lineare Algebra
4.1. Matrizen und Vektoren

4.2. Matrixalgebra

Gilt zusatzlich det A # 0 22 pnamengenim 12

4.4. Lineare
Gleichungssysteme

> Mit D = (dy),, ,, der Matrix der Kofaktoren zu A gilt 45 nverse Matizen

4.6. Determinanten

> _1 ot L T 4.7. Eigenwerte
A det A D

> det(A_] ) - (detA)_1 6. Folgen und Reihen
> Ist A orthogonal gilt: det A = +1 7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen

5. Lineare Programme

9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Cramersche Regel Mathematik

Stefan Etschberger

Losung eindeutig bestimmter linearer Gleichungssysteme

» Gegeben: Lineares Gleichungssystem Ax = b
> Voraussetzung: Es existiert A~', also auch det A # 0

> Bezeichnung: Mit A; ist die Matrix, in der gegenuber
A die j-te Spalte durch b ersetzt wird, also

Gabriel C 4.1. Matrizen und Vektoren
(11 1 Tt b] te (11 n (1373:_ 1";"5“26)" 4.2. Matrixalgebra
. . . 4.3. Punktmengen im R™
A.] — 4.4. Lineare
Gleichungssysteme
an] . .. bT‘L o« .. ann 4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten
» Dann l3sst sich die Lésung x in folgender Form schreiben: 7 Foenuere
det A.j ( )
X5 = = 500 L
) det A ) ) )
(Cramersche Regel)
92
H H Mathematik
Beispiel Cramersche Regel Stefon trechbenger
Zu zeigen:
0O 2 3 1
> A o 1 0 ] ’ b f— O 4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
O 1 2 1 4.3. Punktmengen im R™
4.4, Lineare
> und AX — b Gleichungssysteme
4.5. Inverse Matrizen
> Damit: XT — (1 y _] )1 ) 4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte
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Eigenwerte: Einflihrendes Beispiel Mathematik

Stefan Etschberger

Bevolkerungsentwicklung

> Gegeben:

xt > 0 die Anzahl von Mannern im Zeitpunkt t und
Yyt > 0 die Anzahl von Frauen im Zeitpunkt t.

> Anzahl der Sterbefille fir Manner bzw. Frauen im Zeitintervall [t, t + 1]
sei proportional zum jeweiligen Bestand im Zeitpunkt t, und zwar

4.1. Matrizen und Vektoren

0,2x fur die Manner und 0,2y fir die Frauen. 42. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™
» Anzahl der Knaben- und Madchengeburten im Zeitintervall [t,t + 1] e
proportional ist zum Bestand der Frauen. 45. Inverse Matizen
4.6. Determinanten
» Anzahl der Knabengeburten: 0,2y, 47. Eigenwerte

» Anzahl der Madchengeburten: 0,3yy.
» Fir Ubergang vom Zeitpunkt t zum Zeitpunkt t + 1 damit:

Xe+1 = Xt —0,2x¢ + 0,2yt = 0,8x¢ + 0,2y
Yer1 = Y — 0,2yt £ 0,3y = 1Tyt
Beispiel Bevdlkerungsentwicklung Steton o orger

» Matriziell:

) = (S 0 ()
Y1/ L0 1,1 Yt

» Forderung: Zeitliches Verhaltnis von Mannern und Frauen soll
konstant bleiben

> Also:
4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
Xt"—] — AXt @ yt+] — Ayt (A E IR/—'—)) 4.3. Punktm:ngen imR"
4.4, Lineare
Gleichungssysteme
> Dieser Fall beschreibt einen gleichférmigen Wachstums- (A > 1) 45, Inverse Matizen
. . 4.6. Determinanten
beziehungsweise Schrumpfungsprozess (A < 1) 47. Eigenwerte
> Matriziell:
: 0,8 0,2 X
AMz=Az mit A= 2 27),z=(""), AeR,
0 1,1 Yt

> Ldsung?
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Eigenwertprobleme Mathematik

Stefan Etschberger

Definition

» Gegeben: n x n-Matrix A. P

» Ist nun fur eine Zahl A € R und einen Vektor
x € R™ mitx # o0

» lineare Gleichungssystem Ax = Ax erfllt, so heif3t ‘y

A reeller Eigenwert zu A und David Hilbert
(1862 - 1943)
. . 4.1. Matrizen und Vektoren
> x reeller Eigenvektor zum Eigenwert A. 42 Matralgebra
. . 4.3. Punktmengen im R™
» Insgesamt: Eigenwertproblem der Matrix A. b Uz
Gleichungssysteme
Da m it 4.5. Inverse Matrizen

4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

> AX =Ax &= Ax—Ax=Ax—AEx=(A—AE)x=o0

» Satz: Das LGS Ax = Ax hat genau dann eine Lésung x # o,
wenn gilt:

det(A —AE) =0
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Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren Mathematik

Stefan Etschberger

Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren

> Jedes A, das det(A — AE) = 0O 16st ist ein Eigenwert von A.

» Anschliel3end: Fir jedes erhaltene A Lésen des
Gleichungssystems

(A—AE)x =0 mit x#o0

» Damit hat man fur jedes A mindestens einen reellen

4.1. Matrizen und Vektoren

Eigenve ktor X. 4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™
> Satz: Mit x # o ist auch jeder Vektor rx (r € R, r # 0) e
Eigenvektor zum Eigenwert A von A. 45. Inverse Matizen
4.6. Determinanten
Beispiele 4.7. Eigenwerte

08 02\ . (1 02 ~
>AZ(O m>'B_(w q&) €=

10 1
D:(:}g) E=| 0 1 1
0

—_— —
—_—— O

N =i =
~
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» Gegeben: A ist eine reelle, symmetrische n x n-Matrix

» Es gilt: Die Eigenwerte sind alle reell und nicht notwendigerweise

> Dann gilt: L = XTAX

> aullerdem gilt: A™ besitzt die Eigenwerte AT, ..

) & 6 OO0 @ O® O ® O 9

verschieden und

ist der Rang von A gleich k < n, so ist A = 0 ein (n — k)-facher
Eigenwert

Zu den reellen Eigenwerten A1, ..., An existieren genau n reelle, linear
unabhangige Eigenvektoren x',...,x"

Diese Eigenvektoren kann man so wahlen, dass X = (x',...
orthogonale Matrix wird, also XX' = E

A7 - 0

yx")

Gegeben zusatzlich: L = | .. | die Diagonalmatrix der
0 - A

Eigenwerte von Aund A™ =A-...-Amitme N

und A = XLX'

m
AT

Grundlegende Bausteine

Grundlegende Werkzeuge

Aussagenlogik

Lineare Algebra

Lineare Programme

Folgen und Reihen

Finanzmathematik

Reelle Funktionen

Differenzieren 1 .
9 Lineare Programme

Nebenbedingungen und Zuldssigkeit
Zielfunktion
Graphische Lésung

Differenzieren 2

Integration

D,
Mathematik‘US

Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra
4.1. Matrizen und Vektoren
4.2. Matrixalgebra
4.3. Punktmengen im R™

4.4. Lineare
Gleichungssysteme

4.5. Inverse Matrizen
4.6. Determinanten

4.7. Eigenwerte

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Mathematik
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Lineare Programe: Beispiel

Ein holzverarbeitender Betrieb mochte ein Produktionsprogramm fiir
Spanplatten festlegen. Dabei sind folgende Restriktionen zu
bertcksichtigen:

» Es werden zwei Typen von Spanplatten hergestellt:

Typ A in der Quantitat x; fir den AuBBenbereich und Typ B in der
Quantitat x, fur den Innenbereich. Zur Herstellung der Spanplatten
werden zwei Arten von Furnierblattern F; bzw. F, unterschiedlicher
Qualitat benutzt. Die Spanplatten werden mittels einer Presse, in der
die Furniere verleimt werden, hergestellt.

» Zur Herstellung einer Platte vom Typ A wird ein Blatt von F; und zwei 57, Nebenbadingungen und
Blatter von F, benétigt, wahrend bei Typ B drei Blitter von Fy und ein 270
Blatt von F, benutzt werden. 5.3. Graphische Losung

» Von F; bzw. F, stehen 1500 bzw. 1200 Stiick zur Verfligung.

> Die Presse steht insgesamt 700 Minuten zur Verfligung, wobei zur
Verleimung beider Plattentypen pro Stlick jeweils eine Minute benétigt
wird.
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Lineare Produktionsplanung: Beispiel

Tabellarische Darstellung der Problemdaten:

Einheiten  Einheiten = Pressminuten

Produkt  Menge von Fq von F» pro Stiick
Typ A X1 1 2 1
Typ B X2 3 1 1
Kapazitaten 1500 1200 700

Zusammenhang von Daten und Variablen durch System von linearen
Ungleichungen beschreibbar:

5.1. Nebenbedingungen und
Zulassigkeit

Restriktionen: 5.2. Zielfunktion

5.3. Graphische Losung
1500 Vorrat Fq)

X1+ 3x (

1200 (Vorrat F»)
(
(

(1)

2 2x1 + x2
(3) X1+ x2
(4)(5) X1,%X2 20

HANATIA

700 Kapazitat Presse)
nicht-negative Mengen)
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Lineare Produktionsplanung: Beispiel, Zulassigkeitsbereich

Begriffe und Beobachtungen

» Jede (x1,x2)-Kombination, die alle Restriktionen (1) bis (5)
erflillt, bezeichnet man als zulassige Losung.

» Die Menge
(2) e R% : x7 +3x2 < 1500;
Z= 2x1 + x2 < 1200;
x1 +x2 £ 700

nennt man Zulassigkeitsbereich des Problems.

> Wegen Restriktion x € RZ : Erster Quadrant des
Koordinatensystems gentigt fiir graphische Darstellung des
Zulassigkeitsbereiches.

Beispiel: Graphische Darstellung Zulassigkeitsbereich

> Ungleichung (1) mit x; + 3x2 < 1500 entspricht dreieckigem Bereich in
R%

» Begrenzung durch die drei Geraden mit x; + 3x2 = 1500, x; = 0 und
X2 = 0

» Also: Grenzpunkte (0,500), (1500,0), (0,0)

» Analog fir die tibrigen Nebenbedingungen

(1) x1+ 3x2 <1500 (2) 2x1+x2 <1200 (3) %1+ x2 S 700
X1,X220 X1,X2§O Xl,XQZO
- X2 4
1200 +
X9 X2
700
500
77
1500 <1 600 X1 700 X1

Beispiel: Graphische Darstellung der Restriktionen

Mathematik
Stefan Etschberger

5.1. Nebenbedingungen und
Zulassigkeit
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Beispiel: Graphische Darstellung Zulassigkeitsbereich

» Die gesamte zuldssige Losungsmenge Z ergibt sich dann aus
dem Durchschnitt der angegebenen Bereiche.

> Alle (x1,x2)-Kombinationen im mit Z gekennzeichneten
Bereich erfiillen damit die vorgegebenen Restriktionen.

Mogliche Falle fur Z

1.  Z =), d.h, es existiert keine zulassige (x1,x2)-Kombination.

2. |Z| =1, d.h, es existiert genau eine zulassige (x1, x2)-Kombination.
Dieser Fall tritt meist dann auf, wenn die Restriktionen in Form von
Gleichungen formuliert werden.

3. |Z| > 1, d.h, es existieren mehrere zuldssige Lésungen.

» In den ersten beiden Fallen ist durch die Restriktionen das
Planungsergebnis festgelegt.

e Im ersten Fall kdnnen nicht alle Restriktionen gleichzeitig erfillt werden,
e im zweiten Fall gibt es eine einzige L6sung, die alle Restriktionen erfiillt.

» Im letzten Fall entsteht weiterer Planungsbedarf, da fir die
Modellvariablen noch Spielraum besteht. Um diesen Spielraum weiter
einzuschranken, ist eine Zielsetzung zu formulieren, die die zuldssigen
Losungen bewertet. Kann diese Zielsetzung z als lineare Funktion der
Modellvariablen modelliert werden, so entsteht ein lineares
Optimierungsproblem mit der Zielfunktion z(x) und
Nebenbedingungen in Form von Gleichungen und/oder
Ungleichungen.
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Lineare Produktionsplanung: Beispiel

Der holzverarbeitende Betrieb aus Beispiel 1 verfolgt die
Zielsetzung der Gewinnmaximierung. Die Spanplatten vom Typ A
bringen 4 €, die vom Typ B 5 € Gewinn pro Stuick.

Zusammen mit den Restriktionen aus Beispiel 1 kann nun ein
mathematisches Modell in Form eines linearen
Optimierungsproblems formuliert werden.

Zielfunktion:

z(x1,%x2) =4x7 +5x2 —rmax (Gewinnmaximierung)

Nebenbedingungen:
(1) x1 + 3x2 < 1500 (Vorrat F;)
2) 2x9 + x2 = 1200 (VorratFy)
3) X1+ x < 700 (Kapazitat Presse)
(4)(5) X1,Xx2 = 0 (nicht-negative Mengen)

Beispiel: Graphische Losung

» Zur graphischen Losung des Problems: Zusatzlich Zielfunktion
in Graphik

» Zu diesem Zweck: Darstellung von Isogewinngeraden

» Fur Gewinn in Hohe von c:

c 4

5 5%

» Graphische Darstellung der Optimallésung im Beispiel

» Nur der Achsenabschnitt = ¢/5 hangt vom Wert ¢ ab, die
Steigung = —4/5 jedoch nicht.

z(x1,X%2) =4x7 +5x2 = ¢ bzw. x; =

> Im Beispiel maximaler c-Wert im Schnittpunkt der Geraden fir

die Nebenbedingungen (1) und (3), d.h. in (x7,x2) = (300,400).

» Ein hoherer Zielfunktionswert als
z(300,400) =4 - 300+ 5-400 = 3200

kann unter Einhaltung der Restriktionen nicht erreicht werden.
Man spricht von einer optimalen Lésung.
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» Variante: Gewinnbeitrage der Spanplatten aus Beispiel 1 jetzt fiir beide Typen
gleich 4.- € pro Stick, d.h. z(x1,x2) = 4x7 + 4x3,

» In diesem Fall: kein eindeutiges Optimum

> Bereich Z* optimaler Losungen; beschreibbar durch folgende Menge:

Bausteine

zr = {(’;D € R2 1 dxy +4xp = 2800,x7 € [300,500]} T

Z* entspricht der durch die Punkte C = (300,400) und D = (500,200) begrenzten I Ll

Werkzeuge

Strecke. 3. Aussagenlogik

Zusammenfassung fiir graphische Losung linearer Optimierungsprobleme 4. Lineare Algebra

(mit nicht-konstanter Zielfunktion): 5. Lineare Programme
5.1. Nebenbedingungen und
Zulassigkeit

» Optimale Lésungen liegen stets auf dem Rand des zuldssigen Bereiches Z 5.2. Zielfunktion

beziehungsweise in ,Ecken” von Z. 53 Graphische Losung

. . . . . 6. Folgen und Reihen
» Mindestens eine Ecke gehdrt zur optimalen Lésung.

7. Finanzmathematik

» Entspricht Menge der Optimallésungen genau einer Ecke von Z & ist 8. Reelle Funktionen
Optimallésung eindeUtig° 9. Differenzieren 1
> Gibt es zwei ,optimale Ecken”, so ist die Menge aller Punkte der durch diese 10. Differenzieren 2
Ecken festgelegten Strecke optimal. 11. Integration
12. DGLs
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Konvergenz und Grenzwert

Reelle Funktionen Reihen

Differenzieren 1
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Integration
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Warum beschaftigen wir uns mit Folgen und Reihen?

> Analyse von Datensequenzen, insbesondere Modellierung
diskreter, zeitlicher Entwicklungen (z.B. von Aktienkursen,
Absatzmengen)

» Grundlage der Finanzmathematik (z.B. Zinseszinsrechnung,
Tilgungsrechnung)

» wesentlich zum Verstandnis der Konzepte der Stetigkeit und
Differenzierbarkeit

Wesentliche Lernziele:

> Verstandnis der Begriffe Folgen und Reihen
» Fahigkeit Folgen und Reihen nach ihrer Art zu klassifizieren

» Kennenlernen typischer, insbesondere der
Grenzwerteigenschaften von Folgen und Reihen

> Fahigkeit, diese Eigenschaften zu erkennen und nachzuweisen

Definition

> Eine Folge ist eine Abbildung a: Ny — R

» Schreibweise fir Folgenglieder: a(0),a(1),... oder
Ao, A1y...

Leonardo von Pisa

> Schreibweise fir Folge: (an) (ca. 1180 - 1250)
Ca. -

neNg oder (an)

Eigenschaften von Folgen: Eine Folge heif3t

» endlich (unendlich), falls Anzahl der Folgenglieder endlich
(unendlich) ist :

> gesetzmallig gebildet, falls Folgenglieder einem Bildungsge-

setz folgen, zum Beispiel: an = — #

» rekursiv definiert, falls zur Berechnung eines Folgengliedes friihere Werte noétig
sind
Beispiel: ap =0; a; =Tund an = an_1 +an_2 flirn > 1 (Fibonacci-Folge)
Spezielle Folgen

> Arithmetische Folge: (an): ant1 —an =d Vne Nygmitd e R

ntl —g vVne Nomitg e R

» Geometrische Folge: (an) : -~
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Geometrische Folge: Beispiel Schachspiel

» Sissa ibn Dahir, der Erfinder
des Schachspieles, darf sich
vom indischen Kénig Shihram
eine Belohnung wiinschen.

» Sein Wunsch: So viele Wei-
zenkorner, wie man auf ein
Schachbrett legen kann, wenn

Konvergenz und Grenzwert

v vvy Yy

A WN =

. Feld
. Feld
. Feld
. Feld

Feld

Clo—]
a; =
(12—4
as =

Korn

Koérner
Korner
Koérner

Korner

Fragen: Bleiben Folgenglieder ab einem gewissen n in einen

kleinen Bereich um einen festen Wert?

Und: Kann man diesen Bereich beliebig verkleinern?

Definition:

a € R heil3t Grenzwert oder Limes von (a,)

Ve>0 dn(e)

Schreibweise fliir Grenzwert: lim a,, = a

Existiert dieser Grenzwert, heildt die Folge konvergent
Ist der Grenzwert a = 0, heilt die Folge Nullfolge
Existiert kein Grenzwert, heil3t die Folge divergent

mit |a,—al<e Vn>n(e)

n—oo
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_n_
n+1

» Vermutung: lim a,, =a=1
n—oo

» Beweis: Wenn a = 1, dann folgt

> Gegeben: a, =

lan—al=|7y -1 <e
At n;11—1 :n1L1<€
& lan+ti
& 1g—1<n

> Also: Fiir jedes € findet man ein n(e), so dass die
Grenzwertbedingung stimmt

» Zum Beispiel: Wahle

e=001 = n>l-1=;-1=100-1=99

0,01

Gegeben:

» lim (a,)=a und lim (b,)="0b
n—oo n—oo

» kurz: (ap) 2 a und (by) —Db

Dann gilt:

> (an +bn) —a+b
» (an, —bn) > a—D>b (
> (an-bn) —a-b (

(
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» Gegeben: (an ) unendliche Folge in R
» Dann heift (sy) mit

mn
sn=010+c11—|—...—|—ctn=ZcL1-L n € Ny
i=0

eine unendliche Reihe.
» s, heildt n-te Partialsumme

> Klar ist: Reihen sind spezielle Folgen

Beispiel:
» (an ) geometrische Folge — (sn) geometrische Reihe

n
. An+1
’S“:E ai; mit Z+ =q
n

> Offensichtlich gilt: an = an_19 = an_292 =... = aoq™

1 —
:>sn—Zaoq 1+9+q?+...4q") =ap———

» Summe aller Korner auf Schachbrett:

64 1 — 264

sn—Zal—ao 1_qq =1~ 13467107

» Das bedeutet:

1,8-10'7¢g
1,810 kg
1,810t = 180 Mrd. t

3,6 Mrd. Guterwagons

100 Kérner 2 1 g Weizen

1 Glterwagon 2 50t Weizen

LI

36 Mill. km

— 100-fache Entfernung zwischen Erde und Mond

36 Mrd. m langer Eisenbahnzug
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n
Gegeben: aj Folge, s, = Z aji

i=1

Divergenzkriterium

> Ist s, konvergent = a; ist Nullfolge

> Also dquivalent dazu: L-a ﬁ::ler;:‘leegende

s q . 2. Grundlegende
a; ist keine Nullfolge = s, divergent Werkzeuge

. . . 3. Aussagenlogik
Quotientenkriterium 2l
4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme

. Ak +1
kh_f)n ’ <1 =  sp konvergent 6. Folgen und Reihen
oo
@ 6.1. Eigenschaften und
. Ay . Beispiele
lim + > 1 = Sn dlvergent 6.2. Konvergenz und
k— o0 Ay Grenzwert
6.3. Reihen
7. Finanzmathematik
. . a . . . . T i
» Bemerkung: Fur khm ]fl—‘kH ‘ = 1 ist im Allgemeinen keine Aussage méglich # feclle Funidionen
—0o0

9. Differenzieren 1
> Spezialfall geometrische Reihe: o e
11. Integration

12. DGLs

1 = s, konvergent
1 = sn divergent

> —=q = lim

Ax+1 . Ax+1
ak k—o0o

|

e}

1
—
0 0
IV A
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Zinsen sind der Preis, den
ein Schuldner fir die be-
fristete Uberlassung von
Kapital bezahlen muss.

Der Betrag der Zinsen (Z)
wird aus der Hohe des
Uberlassenen Kapitals K
und der Dauer der Uber-
lassung berechnet.

Verwendete Symbole:

Symbol Bezeichnung

Ko Anfangskapital

Kn Endkapital

n ganzzahlige Laufzeit
f gebrochene Laufzeit
X nicht-ganzzahlige Laufzeit
L Zins

P Prozentzinssatz

i= 755 Zinssatz

q=1+1 Aufzinsungsfaktor
V=g Abzinsungsfaktor

» Sparzinsen kdnnen zinseszinslich angelegt werden

(BGB, §248)

> Bei Kreditgeschaften zwischen Privatpersonen ist das illegal

» Deswegen: Einfache (lineare) Verzinsung gemal

Kn

=Ko+ Z

=Ko+Kop-i-n
K p-n
= Ko (1—|— 100

)
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» In Deutschland Einteilung des Zinsjahres in 12 Monate zu je 30
Tagen (360 Tage)

» Dadurch Berechnung von Monats- bzw. Tageszinsen moglich

» Laufzeit n € IN in Jahren wird dann zu Laufzeit f € Q in Jahren
mit

-t

360

(t1 entspricht Tag der Einzahlung, t, Tag der Auszahlung)

f

» Daraus ergibt sich

.t .t
Kn—Ko-I—KO'l'%—KO (]—Fl%)

> Stellung eines Tages im Jahr:

(Aktueller Monat — 1) - 30 4+ Tag im Monat

Ko unbekannt: Abzinsung bzw. Diskontierung bzw.
Barwertberechnung
» Amtliche Diskontierung:

Kn

Ko = ———
0 1 +ni

» Kaufmannische Diskontierung (Nur erste Naherung):

Ko = Ky (1 —ni)
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» Wahrend Laufzeit Zinszahlungen mit sofortiger Wiederanlage
und Verzinsung zum Zinssatz i

» Entwicklung des Kapitals:

K]ZKO—I—Ko-i:Ko-(]—I—i):Ko-q
Ka=K;-(14+1) =(Ko-q)-q=Ko-q?
Ki=Ky-(1+1) = (Ko-q?) - q=Ko-¢°

» Damit folgt die Zinseszinsformel, mit n (zunachst) ganzzahlig.

> g™ heillt Aufzinsungfaktor

Aufldsung der Zinseszinsformel nach Ky, g und n:

K
Ko= o
» Abzinsungs- oder Diskontierungsformel

1
> q_“ hei3t Abzinsungsfaktor
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Gemischte Verzinsung

» Ublich: Einfache Verzinsung bei Restlaufzeiten kleiner einem
ganzzahliges Vielfachen der Zinsperiode

» Genauer: Mit

Aty (Zinstage im ersten Jahr),

n (die weiteren, ganzen Zinsperioden) und
At (Zinstage im letzten Jahr),

gilt fir das Endkapital K:

B . Aty - . At

» Gemischte Zinsrechnung (unter Verwendung der
30/360—Methode), auch Sparbuchmethode.

Gemischte Verzinsung: Beispiel

Beispiel

Am 15.9.2006 wurden € 12 000 zu 3,75 % angelegt. Wie hoch war
der Endbetrag bei Kontoauflosung am 21.9.2013 (letzter Zinstag
20.9.2013)?

Losung:

15.9. =(9—1)-30+ 15 =255

= At; =360 — (255—1) =106

20.9. =(9—1)-30+ 20 = 260

= At, = 260
(n=26):

0,0375 - 106 ‘ 0,0375 - 260

Kx_12000-<1+ 360 )-1,0375 -(1—!— 360 )

— 15 541,20
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Gemischte Verzinsung: Anmerkungen

» Wirde man - von ty ausgehend - in ganze Jahre und einem
Rest aufteilen, so ergabe sich:

0,0375 - 6
+ -

p— . 7-
K, =12 000 - 1,0375 (1 o

> — 15 537,08

(7 Jahre von 15.9.96 bis 14.9.2003; dazu 6 Tage)

» Wirde man die Zinseszinsformel mit nicht-ganzzahligem
Exponenten verwenden, so ergdbe sich Folgendes:

Ky = 12000 - 1,03757 " 360 = 15 536,90

» Gemischte Verzinsung ist also (zumindest flir Kapitalanleger)
verbraucherfreundlich

Gemischte Verzinsung: Anmerkungen

Nachteil der gemischten Verzinsung

» Die gemischte Verzinsung ist inkonsistent und vom Zeitpunkt

des Zinszuschlages (bzw. der Einzahlung) abhangig.
> Im Beispiel: Ware der Zeitraum um einen Monat verschoben

(vom 15.10.96 bis zur Aufldsung am 21.10.2003), so ergabe sich

0,0375 - 76 ) 0,0375 - 290
K, = 12000 - (1 +3T> .1,03756 - (1 + 38 )

— 15 540,31

Die Widerspriiche verschwinden, wenn eine unterjahrige
Verzinsung zum konformen Zinssatz vorgenommen wird.

Mathematik
Stefan Etschberger

7.1. Zinsen
Einfache Verzinsung
Zinseszinsen
Gemischte Verzinsung
Nominal- und Effektivzins
Stetige Verzinsung
Zeitwert

7.2. Renten
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Unterjahrige Verzinsung

Dazu: m gleich lange Zinsperioden pro Jahr
Typische Aufteilungen: m = 2,4, 12 Zinsperioden

vV v.vyy

ein ganzzahliges Vielfaches von % (zB.m=2,n=15 oder
m=12,n=1,25).

Ist ein Jahreszins i gegeben, so heil3t:

> i+ = % der relative Periodenzins.

» 1’ der zu i konforme Periodenzins, wenn die periodische
Verzinsung mit i’ zum selben Ergebnis fihrt wie die jahrliche
Verzinsung mit 1.

)m

(1T+1)" =(1+1)

Unterjahrige Verzinsung

Betrachte den relativen Periodenzinsen i, = % so heil3t:

» 1 der nominelle Jahreszins

> i der effektive Jahreszins, wenn jahrliche Verzinsung mit iq
zum selben Ergebnis flihrt wie die periodische Verzinsung mit

4.
(Entsprechendes gilt fir q., q’, def)-

K1 =Ko - qi" = Ko - qef
= deff = qu

. ) i
mltq*:H—l*:]—i—n—1

Zahlung von Zinsen nicht jahrlich, sondern in kiirzeren Fristen

Annahme: Laufzeit n in Jahren sei (aus Vereinfachungsgriinden)
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> Damit: Effektivzins g ist
i, m
Geff = (1+1.)" = (1 i _)
» Endkapital K, ist:

m-n
Kn=Ko-(1+1)"" =Ko - (] + _>

» Anmerkung: m - n muss nach o.g. Bedingungen ganzzahlig
sein.

Beispiel

Ein Betrag von 10 000 € soll zu 5 % nominal bei monatlicher
Verzinsung angelegt werden. Welcher Betrag kann nach 16
Monaten entnommen werden? Wie hoch ist der Effektivzins?

Losung:

Miti=5%, m =12und m-n = 16 gilt:

T 0,05\ '°
K=Ky [1+— —10000- {1+ — 10 687,91 €
m 12

Effektiver Jahreszins:

12
ieff = (1 + 01’35) —1=5,12%

Mathematik
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Beispiel zur unterjahrigen Verzinsung mit dem konformen Zinssatz Mathematik

Stefan Etschberger

» Widerspriiche der gemischten Verzinsung aus Folie 115 verschwinden,
wenn eine unterjahrige Verzinsung mit dem konformen Zinssatz
gemal den Richtlinien fiir den internationalen Wertpapierhandel (ISMA
— International Securities Market Association) vorgenommen wird.

Beispiel

Am 15 9 1996 (15 10 1996) wurden € 12 000 zu effektiv 3,75 % angelegt.

Wie hoch war der Endbetrag bei Kontoauflosung am 21 9 2003
(21 10 2003)?

7.1. Zinsen

Einfache Verzinsung

Zinseszinsen

LOS un g Gemischte Verzinsung
Nominal- und Effektivzins

> Wir verwenden den konformen Zins auf taglicher Basis, stetige Verzinsung
Zeitwert

1 2. Renten
> alsop’ = *%V/1,0375 = 1,03753%0 S
106 6 260 7.4. Kursrechnung
» Kn =12000-1,03753¢60 - 1,0375> - 1,0375360 =15 536,90

> alternativ: Kn = 12 000 - 1,0375360 - 1,0375° - 1,03753¢0 = 15 536,90

Stetige Verzinsung Mathematik

Stefan Etschberger

» Lasst man m — oo wachsen, so erhadlt man aus der obigen Formel

K. = lim Ko <1+l> :Ko[lim <(1+l> )] ~ K (ei)n
m—o0 m m—o0

» die Formel fir die stetige Verzinsung:

3

Kn — KO el "
7.1. Zinsen
» Fur den effektiven Jahreszinssatz gilt damit: Erinche Yenaung
Gemischte Verzinsung
Nominal- und Effektivzins
Q _ i _ Stetige Verzinsung
leff =€ 1 Zeitwert
7.2. Renten
. 7.3. Tilgung
» Anwendung stetiger Wachstumsprozesse:

7.4. Kursrechnung

o Okonomie (Bevolkerungswachstum),
e Physik (radioaktiver Zerfall),
e BWL (Portfolio- und Kapitalmarkttheorie)



Beispiel zur stetigen Verzinsung

Beispiel
Ko =€ 10 000, n = 5, nominaler Jahreszins p = 5 %. Wie hoch ist
Kn und pess bei stetiger Verzinsung?
Losung: '
Kn=Ko-e™=10000-e>%° =12 840,25 €
i =" —1=5127%

AnmBdilfagidtion von m ergeben sich:

m 1 2 4 12 o0
Peff 5 5063 5095 5116 5,127

AnmPBikwstgtiye Verzinsung wird z.B. in der Portfoliotheorie verwendet, da
sie mathematisch einfacher zu handhaben ist als die diskrete
Verzinsung.

Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik

» Das Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik fiir Vergleich von
Zahlungen, welche zu verschiedenen Zeitpunkten anfallen.

Vereinfachende Annahmen:

» Zinseszinsliche Verzinsung

» Zahlungen stets am Anfang oder am Ende einer Zinsperiode
Prinzip

> Vergleich von 2 oder mehreren zu verschiedenen Zeitpunkten

anfallende Geldbetrage: Beziehen auf den gleichen Zeitpunkt
durch geeignetes Auf- oder Abzinsen.

» Wahl des Zeitpunktes dabei unerheblich.
» Meist: Zeitpunkt t = 0 oder t = n (Ende der Laufzeit)

e t =0 den Anfang des ersten Zinszeitraums (,heute”).

e t =1 Ende des ersten Zinszeitraums (31.12. des ersten
Jahres).

e t = 2 Ende des zweiten Zinszeitraumes (31.12. des zweiten
Jahres).

e t = n Ende des letzen Zinszeitraumes (31.12. des n-ten

Jahres)
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Aquivalenzprinzip: Herleitung

» Zwei Zahlungen, A im Zeitpunkt t4 und B im Zeitpunkt tg,
sind dann gleichwertig (A ~ B), wenn ihre Zeitwerte in jedem
Zeitpunkt t Gbereinstimmen.

Beispiel
Gegeben: A =10000,ta =2,p=7%
Gesucht: B mit tg = 5 so, dass A ~ B.
Losung:

B =10000-1,07°"%) =12 250,43 €

Eine Zahlung von € 12 250,43 nach 5 Jahren ist also gleichwertig
zu einer Zahlung von € 10 000 nach 2 Jahren. Der Barwert (,Wert
heute”) beider Zahlungen ist Gbrigens

10 000 - 1,0772 =12 250,43 - 1,077> = 8 734,39 [€].

Zahlungsstrome, Barwert, Endwert

» Ein Zahlungsstrom (Ay,..., Ay ) ist eine Folge von Zahlungen
mit Zahlungszeitpunkten t =0,...,n.

» Summe aller auf t = 0 abgezinsten Zahlungen (Kapitalwert):
n n
At
=l g LA
t=0 t=0
» Summe aller auf t = n abgezinsten Zahlungen (Endwert):

mn A mn
=) q"° T D Ac-qtt
t=0

t=0
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Gleichheit zweier Zahlungsstrome

Zwei Zahlungsstrome (A¢), (B¢), t =

0,...,mn sind genau dann

aquivalent, wenn sie zu einem beliebigen Zeitpunkt T den

gleichen Zeitwert besitzen:

(A¢) ~(By) & Z?:o Ag-q' Tt =
& q' Y oA gt =
= Z?:o(At —By)-qt = 0

= A, —B
(A~ (By) & ) —tqt =0
t=0

Investitionsrechnung: Beispiel

Beispiel

P = 5 %, Welches Projekt ist zu bevorzugen?

Z?:O Bt . qT—t
q' Y ¢ oBe-qt

Jahr t 0 1 2 3 4 5

At 0 1.000 0 1.000 0 1.000

B+ 400 400 400 600 600 600
Lésung: Kapitalwert von (A ):
i Ac _ 0 1000 0 1000 0 1000
4 1,05t 1,05 1,057 1,052 1,05% 1,054 = 1,055 ’
Kapitalwert von (B ):

5
B¢ 400 400 400 600 600 600

= =2 625,80

4= 1,05t 1,059 * 1,05 M 1,052 M 1,053 N 1,054 N 1,055

Alternative B ist der Alternative A vorzuziehen.
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Rentenrechnung Mathematik

Stefan Etschberger

Definition

Rente: Zahlungsstrom mit Zahlungen in gleichen zeitlichen
Abstanden und (meistens) in konstanter Hohe

Unterscheidung zwischen Renten

» mit Zahlung am Ende einer Rentenperiode (nachschissig) 7.1. Znsen
7.2. Renten

» mit Zahlung zu Beginn einer Rentenperiode vorschssig) Unterdhrige Renten
Ewige Renten
7.3. Tilgung

7.4. Kursrechnung

» mit endlicher Laufzeit (endliche Renten)
» mit unendlicher Laufzeit (ewige Renten)
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Rentenrechnung: Symbole Mathematik

Stefan Etschberger

Symbol Bezeichnungen

Tt Rentenrate in Periode t

n Laufzeit (t=1,...,n)

m Anzahl der Rentenzahlungen pro Zinsperiode

P Prozentzinssatz

Ro Barwert der Rente e —

R Zeitwert der Rente Ul s

Ewige Renten
Rn Endwert der Rente 73, Tigung

7.4. Kursrechnung
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Rentenzahlung jeweils am Ende einer Zinsperiode, jeweils in Hohe

von

TN =T)=:--+-=7T, =cC0Onst. =r

= Rentenendwert R,;:

0

/N

» Endwert R,, der Rente:

Ro=71-

qt —1
q—1

L e e R R R
q" '+t T g+ T)

(geometrische Reihe)

— - NREF,

» NREF: Nachschissiger Rentenendwertfaktor fir endliche
konstante Rente.

» Barwert der Rente:;

Ro=Rn-q "=r1-

qt —1

qnr-(g—1T)

» NRBF: Nachschiissiger Rentenbarwertfaktor
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Beispiel Rentenendwert Mathematik

Stefan Etschberger

Beispiel

Genau 10 Jahre lang wurde jeweils zum Jahresende ein Betrag von
12.000 € zum Zinssatz von 4% angelegt. Wieviel kann zu Beginn
des 11. Jahres (entspricht dem Ende des 10. Jahres) abgehoben
werden?

Losung:
Mitn =10, g = 1,04 und r = 12 000 gilt Folgendes:

7.1. Zinsen

] 041 O - 1 7.2. Renten
R — 12 OOO * ,— Unterjéhrige Renten
1 O ] ,04 - 1 Ewige Renten

7.3. Tilgung
7.4. Kursrechnung

=12 000 - 12,006107

— 144 073,28 [€]
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Beispiel Rentenbarwert Mathematik

Stefan Etschberger

Beispiel

Aus welchem zum Zeitpunkt 0 eingezahlten Betrag kann 10 Jahre
lang bei 4% Zins eine konstante nachschiissige Rente von 12.000
€ bezahlt werden?

Losung: Frage nach dem Barwert einer Rente. Mit n = 10,
q = 1,04 und r =12 000 gilt:

7.1. Zinsen

] 041 0 - 1 7.2. Renten
R — 12 OOO . ) Unterjihrige Renten
O 1 )04] ] - ] >O41 O Ewige Renten

7.3. Tilgung
7.4. Kursrechnung

~ 12 000 - 8,1108%6

~ 97 330,75 [€]
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Umformung der Rentenbar- und -endwertformel
> Je nach Fragestellung: Laufzeit n, Rentenzahlung r, Verzinsungsfaktor q

» Rentenzahlung r:

RO q‘n.—l—1 _ qu Rn
" NRBF,. T q"—1  NREFp.

» Laufzeit n aus Ry:

ln(1 - %)

Inq

> g aus Ro:

Roq™' —(Ro+1)q" +1=0.
n =

> ¢ aus Ry:

» Laufzeit n aus Ry:

—In (1 — @)

Inq

T‘qn_Rn‘q_{—Rn_T;O.

n =

» Berechnung von q im Allgemeinen
nur ndherungsweise (iterativ) moglich

Beispiel nachschiissige Rente

Beispiel

Ein Steuerberater kauft die Kanzlei eines dlteren Kollegen und
muss als Kaufpreis 10 Jahre lang jahrlich-nachschiissig je 12.500 €
zahlen. Durch welchen Betrag kdnnte der Steuerberater diese
Zahlungsverpflichung sofort bei Vertragsabschluss ablésen, wenn
mit 8% Zinsen kalkuliert wird?

Losung: Gesucht ist der Rentenbarwert mit r = 12 500, q = 1,08
und n = 10. Es gilt dann:

1,080 — 1
1,0877 —1,0810

Ro =12 500 -

=12 500 - 6,710081

— 8387601 [€]

Mathematik

Stefan Etschberger
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Mathematik
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Mathematik
Stefan Etschberger

Beispiel
Der Barwert einer (ber 15 Jahre laufenden nachschiissigen Baustaing -
Jahresrente betragt bei 5%-iger Verzinsung 10.380 €. Wie hoch O e

Werkzeuge

sind die jahrlichen Rentenzahlungen?

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

Losung: Gesucht sind die Rentenzahlungen r mit Ry = 10 380,

5. Lineare Programme

q = 1,05 und n = 15. Es gilt dann: oo e
] 051 6 B 1 0515 77..1I.=izr::sr;:mathematik
T — ]O 380 * ) ) 7.2. Renten
1 ,051 5 - 1 Unterjéhrige Renten

Ewige Renten

7.3. Tilgung

— 10 380 . 0)096342 7.4. Kursrechnung

8. Reelle Funktionen

— ‘I 000,03 [€ ] 9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Mathematik
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> Rentenbetrag wird jeweils zu Beginn der Zinsperiode in H6he von

Ty =715 =--- =71/ =71’ bezahlt.
» Aquivalenzprinzip = Endwert der Rente: 1. Grundlegende
.. . Bausteine
» vorschissige Rentenzahlung v/ ~ nachschissige Rentenzahlung
) 2. Grundlegende
T = T=T q Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

= T/ . VREFp,n

q — ] 5. Lineare Programme

Rn S T -

6. Folgen und Reihen

. 7. Finanzmathematik

» VREF: Vorschiissiger Rentenendwertfaktor 71, Zinsen

7.2. Renten
Unterjéhrige Renten
Ewige Renten

> Barwert der Rente: 73. Tilgung

7.4. Kursrechnung
8. Reelle Funktionen
Ro = Rn-q "
qn —1 9. Differenzieren 1

_ _ o
= ‘r’.q.m = r’.m_‘r.VRBFp,n

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
» VRBF: Vorschissiger Rentenbarwertfaktor
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Unterjahrige Raten und jahrliche Verzinsung Mathematik

Stefan Etschberger

Aufteilung der Zinsperiode in mehrere gleich lange
Rentenperioden, d.h. m Rentenzahlungen pro Zinsperiode (= Jahr).
Dazu:

» Rechnung mit einfacher Verzinsung innerhalb der Zinsperiode

» Rentenzahlungen nachschissig (also am Ende jeder unter;.
Rentenperiode) oder vorschiissig moglich

L6ésung: Errechnung von konformen (gleichwertigen) jahrlich

nachschussigen Ersatzzahlungen zu den m unterjahrigen e
Za h I U n g en . Unterjahrige Renten
Ewige Renten
oy 7.3. Tilgung
Deﬁnltlon 7.4. Kursrechnung

Te heillt konforme jahrlich nachschiissige Ersatzrentenrate einer
nachschussigen (oder vorschiissigen) unterjahrigen Rentenrate r.

Konforme jahrliche nachschiissige Ersatzrentenrate Mathematik

152

Stefan Etschberger

Berechnung von r.:

falls unterjahrige Rente nachschiissig: falls unterjahrige Rente vorschiissig:

1 . 1
Te=1+71- 14+ — -1 re:r-(1—|——-i)
m m
2 2,
+r- T4+ — -1 +r- T4+ —-1i
m m
+ .. + ..
m—1 ( m )
+re(1+—-1
+ (1+ - l> m
= T-Mm =Tr-m 1 ;;Z:tee:
] nterjahrige Renten
Fir—(14+24...4+(m—1)) tire—(1+24...4+m) o e
m m :
7.3. Tilgung
7.4. Kursrechnung
{ m—1] { m+1}
Te =T m-+1i Te =T m—+1

Aus Ersatzrentenrate r.: Weiterrechnen mit Formeln fir jahrliche nachschiissige
Rente
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Beispiel konforme Ersatzrentenraten Mathematik

Stefan Etschberger

Beispiel

Ein Sparer legt monatliche nachschiissig 1.000 € auf ein Konto.
Wie hoch ist der Kontostand nach 10 Jahren bei einem Zinssatz
von 4%?

Losung: Gesucht ist der Rentenendwert auf Basis der konformen
Rentenraten. Mitn =10, m =12, q = 1,04 und r = 1 000 ergibt
sich Folgendes:

7.1. Zinsen

‘] ,04 - ‘] 7.2. Renten

Unterjéhrige Renten

R10 = 1000 - [12—|—

\

0,04.11} 1,0410 1

Ewige Renten

1 2\’,22 7.3. Tilgung
=12 220 - 12,0061 07 = 146 71 4,63 7.4. Kursrechnung

Beim Zinssatz von i = 4% kann eine monatlich nachschussige
Rente von 1.000 € durch eine jahrlich nachschissige
Rentenzahlung von 12.220 € gleichwertig ersetzt werden. Der
Kontostand nach 10 Jahren betragt 146 714,63 €.
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Ewige Renten Mathematik

Stefan Etschberger

> Eine Rente heil3t ewige Rente, wenn Anzahl n der
Ratenzahlungen nicht begrenzt, n also beliebig gro3 wird
(mn — o).

» Berechnung des Rentenendwertes dann nicht méglich
» Rentenbarwert R, existiert jedoch:

. .1 q"—1
Ro = lim (r-NRBF) =71- lim
n—oo n—oo M q-— 1
1 - 1n 1 T 7.1. Zinsen
=T- llm 1 =T- - 73;1':?;::@ Renten
n—o0 q — ] q - 1 1 Ewige Renten

7.3. Tilgung
7.4. Kursrechnung

» Damit: Rentenbarwert einer nachschussigen ewigen Rente:

T
RO:T
1



Ewige Renten: Beispiel

Beispiel

Wie grof ist der Barwert einer ewigen nachschiissigen Rente von
40.000 € pro Jahr, wenn der Zins bei 8% liegt?

Losung: 40 000

0,08

Ro = 500 000

erkung: Geht man von einer vorschiissigen ewigen Rente aus, so ergibt

sich fur den Rentenbarwert:
/

T
RO:T/—i_T
1

Tilgungsrechnung

» Rickzahlung oder Tilgung gréBerer Darlehen oft in mehreren
Raten

» Hier betrachtet: Tilgung in mehreren Teilbetragen, in
konstanten Zeitabstanden

> Jede zu bezahlende Rate beinhaltet Zinsen und Tilgung
» Verwendete Symbole:

Symbol Bezeichnung

S Darlehenssumme, Anfangsschuld

Ry Restschuld zu Beginn des k-ten Jahres

n Tilgungsdauer (€ IN)

Ly Zinsquote am Ende des k-ten Jahres

Ty Tilgungsquote am Ende des k-ten Jahres
Ax Annuitat am Ende des k-ten Jahres

» Unterscheidung zwischen Ratentilgung und Annuitatentilgung

Mathematik
Stefan Etschberger

7.1. Zinsen

7.2. Renten
Unterjéhrige Renten
Ewige Renten

7.3. Tilgung

7.4. Kursrechnung
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7.1. Zinsen

7.2. Renten

7.3. Tilgung
Ratentilgung
Annuitdtentilgung

7.4. Kursrechnung
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1. Grundlegende

» Wahrend Laufzeit sind Tilgungsquoten konstant. Daraus folgt: Bausteine
2. Grundlegende

S Werkzeuge
Tk —= T = — 3. Aussagenlogik
n 4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme

> und damit: 6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

7.1. Zinsen

Rk =S —(k—1)-T Restschuld zu Beginn des k-ten Jahres T gy

Ratentilgung

Ly =Ry -1 Zinsquote am Ende des k-ten Jahres g

7.4. Kursrechnung

A =24+ T Annuitdt am Ende des k-ten Jahres 2h (o SR

9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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» Problem der Ratentilgung: Belastung anfangs hoch, spater

1. Grundlegende

geringer Bausteine
> Ausweg: Konstanthalten der Annuitdten tGber Rentenformel e

3. Aussagenlogik
Ar=A=S- qn(q _ 1) 4. Lineare Algebra

qn —1 5. Lineare Programme

6. Folgen und Reihen

. . 7. Finanzmathematik
» Daraus ergibt sich: 7., Znsen

7.2. Renten
7.3. Tilgung
k—1 Ratentilgung

Ry =S qq:—j1 Restsch. zu Beg. des k-ten J.

Zy =Rg-i=A-(1—q~ ™ ") Zinsen im k-ten Jahr e

Tk =A—Zx=A gk ! Tilgung im k-ten Jahr [0 P

11. Integration

Annuitétentilgung

7.4. Kursrechnung

8. Reelle Funktionen

12. DGLs
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Kursrechnung Mathematik
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Festverzinsliche Wertpapiere

> Wertpapier: Investor erwirbt flir bestimmten Preis ein Recht auf
Zahlungen

> Hier: Gesamtfallige festverzinsliche Wertpapiere

» Emission (Erstausgabe): Investor zahlt pro 100 € Nennwert
einen Preis Cy (Emissionskurs)

» Emittend: Zahlt wahrend Laufzeit Zinsen (Kuponszahlung) und
(meist nach Ablauf) Tilgung (Riicknahmekurs)

7.1. Zinsen

» Kuponzahlung: mittels nominellen Jahreszinses i1* (oder 72, enten
Jahreszinsful} p*) auf den Nennwert an Investor, meist jahrlich N
naChSChUSSig Emissionskurs

Duration

» Falls 1* = 0: Null-Kupon-Anleihen oder Zerobonds

» Ricknahmekurs: Tilgung in einem Betrag am Ende der Laufzeit
C,, als Prozentsatz des Nennwertes

» Rendite: i Jahrlicher Effektivzins, der Leistung des Investors
und des Emittenden gleichwertig macht

160
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Stefan Etschberger

Aquivalenzgleichung fiir Emissionskurs

q" — 1
q—1

CO:p*. .q_n_|_Cn.q_Tl

Dabei:

» 1 : Laufzeit in Jahren

» C; : Emissionskurs

» p* : Nominalzinsful3, jahrliche Zinszahlung pro 100 € Nennwert

» C,, :Ricknahmekurs am Ende der Laufzeut 7. Zinsen

7.2. Renten

» q = 1+ 1. : Effektiver Jahreszins bzw. Rendite des festverz. 73, Tigung
We rtpa piers 7.4. Kursrechnung

Emissionskurs

Duration

Anmerkungen:

» Gleichung i.a. nicht elementar nach q auflsbar
» Deswegen oft: Naherung durch Iteration (z.B. regula falsi)

» Emissionskurs = mit Rendite abgezinster Kapitalwert samtlicher
zukiinftiger Leistungen des Wertpapiers
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Kursrechnung

Ganzzahlige Restlaufzeiten

> Festverzinsliche Wertpapiere kdnnen meist jederzeit gehandelt

werden

» Annahme zunachst: Handel nur unmittelbar nach

Kuponzahlung mdglich

» Gesucht: Kurs C; fur eine Restlaufzeit von t Jahren

> Losung: Preis eines Wertpapiers ist zu jedem Zeitpunkt der

Kapitalwert aller in der Restlaufzeit noch ausstehenden

Leistungen

» Abgezinst wird dabei mit dem Marktzins (auch: Umlaufrendite)

Ci=p"-
t =P Cl—]

Kursrechnung

Risikoanalyse - Duration

» Anderung des Marktzinses: Abﬁ‘ktue”f3r Wert

hangig von Zeitpunkt Auswir-
kung auf aktuellen Wert des Pa-
piers

> Fall 1 (Zins steigt): Co ist niedri-
ger, aber Wiederanlage der Ku-
ponzahlungen erbringen mehr
Rendite

» Fall 2 (Zins fallt): Co ist ho-
her, aber Wiederanlage der Ku-
ponzahlungen erbringen weni-
ger Rendite

» Vermutung: An einem (Zeit-
)Punkt heben sich diese beiden
Effekte auf

» Dieser Zeitpunkt heift Duration
D.

qt—1

. q_t+Cn . q—t

190

180

170

160

150

140

130

1=6%

1i=4%

1=2%
Zgitt

Mathematik
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7.1. Zinsen

7.2. Renten

7.3. Tilgung

7.4. Kursrechnung
Emissionskurs

Duration
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7.1. Zinsen

7.2. Renten

7.3. Tilgung

7.4. Kursrechnung
Emissionskurs

Duration
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Risikoanalyse - Duration

> Der aktue”e Wert eines Papiers Ct(q) — qt . CO(q) andert SiCh 1.Grur3dlegende
also nicht bzgl. Anderungen von ¢q, wennt =D S

2. Grundlegende

» damit gilt fir die Duration D Werkzeuge
3. Aussagenlogik
aC a B aCO 4. Lineare Algebra
;(q) — (qD . Co(q)) :D'qD 1C0(q)+qD—(q) :O 5. Lineare Programme
q oq oq |
6. Folgen und Reihen
» Da qP~' immer positiv ist muss also fir D gelten [
D - Co(q) +q- >S5 = 0 und damit: 72 e
D = — aCO(q) . q — _q . M 8. :ea:l: Funktionen
a q CO (q ) CO ( q) 9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2

11. Integration

> Weitere mogliche Interpretation der Duration als 12. DGLs
Bruttozinselastizitat des Barwertes.
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Partielle Ableitung des Kapitalwertes

> Fir die Berechnung von D ist Cy(q) zu bestimmen;

> bei einem festverzinslichen Wertpapier ergibt sich so
1. Grundlegende

Bausteine

.l 2. Grundlegende
) Werkzeuge

qr—1 px n-q" '(q—1)—(q"
(p * q - 1 + CTI) —I— qTL (q — 1)2 3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme

Varianten der Duration .
6. Folgen und Reihen

» Modifizierte Duration: » Elastizitat (von 1i); 7. Finanzmathematik
7.1. Zinsen
7.2. Renten
D C/ C / 1 . i ) 7.3. Tilgung
MD: _— = — O(q) ECO,i: 0(.) 1l = —— D:—MDl 7.4.I.(ursrechnung
q CO ( q ) CO (‘L) q Emissionskurs

Duration
8. Reelle Funktionen

Auswirkungen von Zinsdnderungen

9. Differenzieren 1
> Bei bekanntem Emissionskurs: Auswirkungen kleiner Zinsanderungen 10. Differenzieren 2
Uber Duration 11. Integration
12. DGLs

Co(i+ Ai) ~ Co(i) - (1 — MD - Ai)
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Grundlegende Bausteine

Grundlegende Werkzeuge

Aussagenlogik

Lineare Algebra

Lineare Programme

Folgen und Reihen

9 Reelle Funktionen
Grundbegriffe
Elementare Funktionen
Stetigkeit reeller Funktionen

Finanzmathematik

Reelle Funktionen

Differenzieren 1

Differenzieren 2

Integration

P S 8O0 O®O O OO

[ N of SARUFIL D [ I R

Mathematik
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Warum beschéaftigen wir uns mit reellen Funktionen?

> allgemein: kompakte und prazise Beschreibung von
Abhangigkeiten zwischen mehreren Faktoren 1. Grundlegende

Bausteine

> speziell: Modellierung technischer und 6konomischer Systeme 2. Grundlegende

Werkzeuge

» Basis fiir Analyse und Optimierung von Systemen / Prozessen

3. Aussagenlogik
4. Lineare Algebra
5. Lineare Programme

Wesentliche Lernziele

6. Folgen und Reihen

> Fahigkeit mit den wesentlichen Begriffen im Zusammenhang 7. Finanzmathematik
mit Funktionen umzugehen 8. Reelle Funktionen
8.1. Grundbegriffe
» Kennenlernen der wichtigsten Klassen reeller Funktionen 82. Hlementare Funktionen
8.3. Stetigkeit
> Beherrschen des Stetigkeitsbegriffs 9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Kostenfunktion

» Unternehmen ermittelt empirisch Kosten K fiir die Herstellung

1. Grundlegende

von x Einheiten eines Produktes Bausteine
2. Grundlegende
» Dargestellt als Wertetabelle und als Grafik Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

x K K(x) 5. Lineare Programme

30 6. Folgen und Reihen

+
1 4’25 7. Finanzmathematik
2 6,00 * Reelle Funk
8. Reelle Funktionen
3 8’25 20 + 8.1. Grundbegriffe
4 1 1 ,OO 8.2. Elementare Funktionen
5 14,25 * 83. Stetigket
I
6 ]8[00 10 *+ 9. Differenzieren 1
+
7 22,25 5 + 10. Differenzieren 2
+
8 27,00 11. Integration
2 4 6 8 10 x 12. DGLs
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Kostenfunktion
> Jetzt: Betrachte zusitzlich Funktion K(x) = 1x* +x + 3 1. Grundlegende
» flr Definitionsbereich D ={1,...,8} 2 et
erkzeuge
3. Aussagenlogik
K (x) 4. Lineare Algebra
X .
%0 > Darstellung durch Funktion: 5. Lineare Programme
+ kompakt' elndeUtlg 6. Folgen und Reihen
. > MOgIlCher AUSgangSpunkt 7. Finanzmathematik
20 " fur Progno.sen . (KOSten fur 8. Reelle Funktionen
9, 10, o e Elnhe'ten) 8.1. Grundbegriffe
* 8.2. Elementare Funktionen
10 + 8.3. Stetigkeit
5 + " 9. Differenzieren 1
' 10. Differenzieren 2
2 4 6 8 10 x 11. Integration

12. DGLs
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Definition

» f:D — R heil3t reellwertige Abbildung mit Definitionsbereich

1. Grundlegende

D Bausteine
0 0 o o 2.G dl d
» Mit D C R™ hei3t f reelle Funktion von n Variablen Werlzetige
3. Aussagenlogik
Darstellung von Funktionen 4. Lineare Algebra
. . 5. Lineare Programme
» Durch Funktionsgleichungen f(x1,...,xn) =y  Felgen und Fethen
e x = (x1,...,Xn): Unabhangige (exogene) Variablen 7. Finanzmathematik
e y: abhdngige (endogene) Variablen 8. Reelle Funktionen
8.1. Grundbegriffe
> D u rch We rteta bel |en 8.2. Elenlwent-are Funktionen
8.3. Stetigkeit
> DurCh Graphen 9. Differenzieren 1

e Fir D C R: Darstellung im kartesischen Koordinatensystem 10 Difterensen 2
e Fir D C R?: 3-dimensionale Darstellung oder Niveaulinien e
f(x) =cmitc e R

12. DGLs
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Cobb-Douglas-Funktion

» neoklassische Produktionsfunktion der Form

f()q yooe )XTL) =dap X;:l] . ng e X-?]_n 1. Grur}dlegende
Bausteine
> Beispiel flir zwei Produktionsfaktoren 2. Grundlegende
f 1 1/2 1/2 Werkzeuge
(X1 ) XZ) - ' X1 ’ X2 - X1 X2 3. Aussagenlogik
Dreidimensionale Darstellung Niveaulinien 4. Lineare Algebra
fir f(xq,x3) =cmtc=1/2,...,3 5. Lineare Programme

4

6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen
8.1. Grundbegriffe
8.2. Elementare Funktionen
8.3. Stetigkeit

9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2

11. Integration

12. DGLs

171



Mathematik
Stefan Etschberger

Eigenschaften von Funktionen
Eine Funktion f: D - W mit D C R™ und W C R heil3t:

> surjektiv, wenn zu jedemy € Wein x € D mit f(x) =y
existiert,

> injektiv, wenn fir alle x,X € D gilt x # X = f(x) # f(X),
> bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Komposition von Funktionen

> Voraussetzung: Funktionen f: Dy — R und g: Dy — R mit
Df C R™und f(D¢) C Dg C R

» Zusammengesetzte Funktion: g o f: Dy — R: Zuordnung des
Werts (g o f)(x) = g (f(x)) fur alle x € D¢

8.1. Grundbegriffe

8.2. Elementare Funktionen

Inverse Funktion / Umkehrfunktion 83. stetigkeit

» Voraussetzung: bijektive Funktion f: D — W mit D,W C R

> Inverse Funktion: f~! : W — D, y — f~1(y), wobei y fiir alle
x € D mity = f(x) zugeordnet wird

172

Invertierung: Beispiel Mathematik

Stefan Etschberger

> Beispiel b) f:R—-R, f(x)=x3+1

f(x)

8.1. Grundbegriffe
8.2. Elementare Funktionen

8.3. Stetigkeit
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Satz: Operationen zwischen Funktionen

» Gegeben: f,g: D — R reelle Funktionen mit identischem
Definitionsbereich D C R.

» Dann sind auch die folgenden Abbildungen relle Funktionen:
f+g: D—=R mit xeD +— (f4+g)(x)="Ff(x)+g(x)
f—g: D—=R mit xeD +— (f—g)(x)="Ff(x)—g(x)
g: D—-R mit xeD +— (f-g)(x)="~F(x)g(x)

Di—=R mit xeD; +— (i)(x)zm
g g(x)

Dy ={x e D:g(x) #0}

Besondere Punkte bei Funktionen

» Gegeben: Reelle Funktion f: D —- R mit D C R™

Definitionen

» c-Stelle von f: x. € D mit f(x.) =c¢

» Mit ¢ = 0 heil3t c-Stelle dann 0-Stelle von f

» Maximalstelle oder globales Maximum:
Xmax € D mit f(xmax) > f(x) flr alle x € D

» Minimalstelle oder globales Minimum:
Xmin € D mit f(xmin) < f(x) fur allex € D

>
> x* € D mit f(x*) (2) f(x) furx € [x* —a,x*x+a] C D

heilt lokale Maximalstelle (Minimalstelle), f(x*) lokales
Maximum

» Weitere Sprechweisen: Extremal-, Optimalstelle, Extremum,
Optimum

Mathematik
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/a\

8.1. Grundbegriffe

8.2. Elementare Funktiol

8.3. Stetigkeit

Mathematik

nen
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/a\

8.1. Grundbegriffe

8.2. Elementare Funktiol

8.3. Stetigkeit

nen
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» f monoton wachsend & (x1 <x2 = f(x1)

Umsatzmaximierung far
zwei Produkte mit Absatz-
quantitaten  x7,x2 und
Preisen p1,p2:

Gegeben:
Preis-Absatz-Funktionen
X1 = 10 — Pi
und X2 = 12 — P2
Wegen x1,x2 > 0 und

P1,P2 2 0 folgt
p1 € [0,10] und py €[0,12]

> Gesamtumsatz?
» Maximalstelle?

» Minimalstellen?

» f beschrankt & es gibt co, ¢1 € R mit co < f(x) < ¢y

f(x2))
f(x2))

<
f monoton fallend S (x1 <x2 = f(x1) >

> bei strenger Monotonie entfallt ,="

f konvex & (x1 #x2 = f(Ax1 4+ (1 —A)x2) < Af(xq)

f konkav & (x1 #x2 = f(Ax1 + (1 —A)x2) > Af(xq)

A€ (0,1)

» bei strenger Konkavitat entfallt ,="
» f periodisch mit Periodep >0 & f(x) =f(x £ p)
» f gerade (ungerade) & f(x) = f(—x) (—f(x) = f(—x))

—

Mathematik
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen
8.1. Grundbegriffe
8.2. Elementare Funktionen
8.3. Stetigkeit

9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen
8.1. Grundbegriffe
8.2. Elementare Funktionen
8.3. Stetigkeit

9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Definition

» p: R — R mit
1. Grundlegende
n Bausteine

p(x) = ap + a1x + axx’ + ...+ apx" = Z aixt  (mit @y #£0) 7o

Werkzeuge
i=0 3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

> hEiBt P0|yn0m n'ten GradeS 5. Lineare Programme
> Schreibweise: grad(p) =n 6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen
SatZ 8.1. Grundbegriffe
8.2. Elementare Funktionen
8.3. Stetigkeit

» Summen, Differenzen und Produkte von Polynomen sind wieder

9. Differenzieren 1

POIynome. 10. Differenzieren 2
> px1) =0=u(x) = f_(’;i ist wieder Polynom mit 11. Integration
grad(u) = grad (p) — 1 12. DGLs

178

Mathematik
Stefan Etschberger

Definition

1. Grundlegende

> q . D — ]R, mit Bausteine

2. Grundlegende

Werkzeuge
q(x) = p1(x) (mit py,p2(# 0) sind Polynome) e

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
» heif3t Rationale Funktion. 6. Folgan und Rethan
7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen
8.1. Grundbegriffe

Satz
. . . 8.2. Elementare Funktionen
> Jedes Polynom ist auch rationale Funktione (z.B. p2(x) = c). 83, Stetigkel

» Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten (falls definiert) o Difterenzieren
von rationalen Funktionen sind wieder rationale Funktionen. (e

11. Integration

12. DGLs
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Potenzfunktion

» f: R, — Ry mit f(x) =x%, (a € R) heil3t Potenzfunktion.

> f ist streng monoton wachsend fir a > 0 und streng monoton
fallend fir a < 0.

> Fir a # 0 existiert eine inverse Funktion f~! zu f

Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion

» f:R — Ry mit f(x) =a*, (a>0,a # 1) heildt
Exponentialfunktion zur Basis a.

> g: Ry — R mitg(y) =log,(y), (a>0,a#1) heifdt
Logarithmusfunktion zur Basis a mit g = f~'.

» Satz: f, g wachsen streng monoton fir a > 1 und fallen streng
monoton flir a < 1

Ausgangssituation

» Gegeben: Funktion f: D — R mitD C R™
» Grenzwert von f aufbauend auf Konvergenz von Zahlenfolgen
> Dazu betrachte: Alle Folgen a™ = (al™,..., aTT)T € D mit Grenzwert a € R™,

alsoa™ — afirm — oo

lim f(a™).
am—a

» Untersuche Grenzwerte

Definition des Grenzwerts einer Funktion

> f heiBt an der Stelle a € R™ (die nicht notwendig zu D gehéren muss)
konvergent gegen f € R,

> wenn

1. mindestens eine Folge (a™) mita™ € D, a™ # aund a™ — a existiert
(d.h. a ist kein ,isolierter Punkt”) ~
2. furalle Folgen (a™) mita™ € D und a™ — a® gilt f(a™) — f.

» f heiBlt dann Grenzwert von f(a™).

Schreibweise fur alle gegen a konvergierende Folgen (a™):

lim f(a™)=f  oderkurz
@ —s x—a

Mathematik
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen
8.1. Grundbegriffe
8.2. Elementare Funktionen
8.3. Stetigkeit

9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen
8.1. Grundbegriffe
8.2. Elementare Funktionen
8.3. Stetigkeit

9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Gegeben
» Funktion f: D — Rmit D C R"

Definition

1. Grur}dlegende

> f heillt stetig in xo & lim f(x) = f(xo) Bausteine
2. Grundl d
T 2 Srundiegende

> f heilt stetigin T C D & fist flr alle x € T stetig

3. Aussagenlogik

> Ist f fur ein X € D nicht stetig, so heil3t X Unstetigkeitsstelle 4. Lineare Algebra
oder Sprungstelle 5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
Satz 7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
> Fir stetige Funktionen f, g gilt: o et
o &4 g, f- g, f/g (g (X) # 0) sind Stetlg 83, Stetigkeit
o |f|, o g, sind stetig 9. Differenzieren 1
e Falls f auf einem Intervall definiert und invertierbar: £~ [ e

11. Integration

stetig

12. DGLs

» Alle elementaren Funktionen sind in ihrem Definitionsbereich
stetig
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» Gegeben: f: [a,b] — R stetig
. 1. Grundlegende
> Dann g||t: Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

f(a) < f(b) # \V/ y G [f(a), f(b)] 3 X G [(1, b] mit f(X) = y 3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
f(X) 6. Folgen und Reihen
f(b) N A 7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen
8.1. Grundbegriffe
8.2. Elementare Funktionen
8.3. Stetigkeit

/ X 9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2

11. Integration

12. DGLs
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Grundlegende Bausteine

Grundlegende Werkzeuge

Aussagenlogik

Lineare Algebra

Lineare Programme

Folgen und Reihen Q Differenzieren 1
Differentialquotient und Ableitung
Anderungsrate und Elastizitat
Finanzmathematik Kurvendiskussion

Reelle Funktionen
Differenzieren 1

Differenzieren 2

6 000 090 ® O

Integration

Mathematik
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Anwendungen

» Analyse und 6konomische Interpretation

wirtschaftswissenschaftlicher GesetzmaRigkeiten durch e
Untersuchung der Charakteristika von Funktionen 2. Grundlegende
Werkzeuge
» Ermittlung von optimalen Lésungen betriebswirtschaftlicher 3. Aussagenlogik
Entscheidungsprobleme wie zum Beispiel 4. Lineare Algebra
Absatzmengenplanung, Lol3gréBenplanung etc. 5. Lineare Programme

6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

Wesentliche Lernziele

8. Reelle Funktionen

» Verstandnis des Differentialquotienten 9. Differenzieren 1
9.1. Differentialquotient und
> Fahigkeit, eine Funktion zu differenzieren o Aoerngste und
. Elastizitat
» Bestimmung und Interpretation von Anderungsraten und 923, Kurvendiskussion
E|aStIZitaten 10. Differenzieren 2

11. Integration

» Durchfiihrung und Interpretation von Kurvendiskussionen

12. DGLs
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Bekannt sind folgende Zusammenhange:
> p(x) = c¢1 — cax (Preis-Absatz-Funktion)
» K(x) = ¢3 + c4x (Kostenfunktion)

> (mit ¢1,c¢2,c3,c4 € RT Konstanten)
Damit ergibt sich:

> Umsatzfunktion: U(x) = c1x — cox?

» Gewinnfunktion:
G(x) = U(x) —K(x) = c1x — c2x? — (c3 + caX)

Fragen:

» Welche Menge/Welcher Preis ist Umsatz-/Gewinnmaximal?

» Welche Veranderung des Umsatzes ergibt sich bei einer
Veranderung der Absatzmenge?

> Tour de France: Anstieg nach L'Alpe d'Huez

> Lange des Anstiegs: 13,9 km

» Auf einer Hohe von 740 m beginnen die 21 Kehren
> Zielankunft liegt auf 1850 m

. . Hohendifferenz
> Bestimmung von Steigungen;: ——
Distanz

9,5 km

12,5 km 15,5 km

Mathematik
Stefan Etschberger

e
< .
» "

1. Grundlegende
Bausteine

\1
i

')

:

A

3

2. Grundlegende
Werkzeuge

w

. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen

9. Differenzieren 1

9.1. Differentialquotient und
Ableitung

9.2. Anderungsrate und
Elastizitat

9.3. Kurvendiskussion
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

w

. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen

9. Differenzieren 1

9.1. Differentialquotient und
Ableitung

9.2. Anderungsrate und
Elastizitat

9.3. Kurvendiskussion
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Differenzenquotient

» Gegeben: Reelle Funktion f : D — RmitD € R

(x2) — f(x1)
X2 — X1

f
» Dann heift der Ausdruck

Differenzenquotient (Steigung) von f im Intervall [x1,x2] C D
» Alternative Schreibweise, dabei Ersetzen von x> durch x1 + Ax1

fxq +Ax) = (1) _ Af(x1)

Axq Axq
A
f(X) B -
f(xl + AX]_) @ = /g/ 44444
// - - - X
- : Af(x
- | (x1)
fx1) ¢ ;\{,{. T I y
-7 Axq :
/ T . >
X1 X1 + Axq X

Differentialquotient

» Eine reelle Funktion f: D — R mit D C IR heif3t an der Stelle
x1 € D differenzierbar, wenn der Grenzwert

. Af(x1)
lim
Ax1—0  Axq

existiert. :
G. W. Leibniz

> Ist f an der Stelle x; differenzierbar, heif3t (1646-1716)

. Af(xq)
lim
Ax1—0  Axq
f(xq + Axq) — f(x1)

= lim
Ax1—0 Axq
df
= d—(X1) =f'(x1)
X1

I. Newton
(1643-1727)

Differentialquotient oder erste Ableitung von f an der Stelle
X1.

» f heillt in D differenzierbar, wenn f fur alle x € D differenzier-
bar ist.

Mathematik
Stefan Etschberger

9.1. Differentialquotient und
Ableitung

9.2. Anderungsrate und
Elastizitat

9.3. Kurvendiskussion
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9.1. Differentialquotient und
Ableitung

9.2. Anderungsrate und
Elastizitat

9.3. Kurvendiskussion
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Mathematik
Stefan Etschberger

» Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten (soweit definiert) von
differenzierbaren Funktionen sind differenzierbar.

» Summenregel:

1. Grundlegende
Bausteine

/ Y /
(f + g) (X) =f (X) + g (X) 2. Grundlegende
Werkzeuge

3.A logik
» Produktregel: ussagenlogi

4. Lineare Algebra

(f . g)/(x) — f(X)/ . g(X) 4 f(X) ) g/(x) 5. Lineare Programme

6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik
» Daraus ergibt sich fir eine Konstante ¢: (¢ - f)’(x) = ¢ - f/(x)

8. Reelle Funktionen

> Quotienten regel: 9. Differenzieren 1

9.1. Differentialquotient und
Ableitung

(Z) ! (x) = z'(x) - n(x) —z(x) - n’(x) 92. Anderungsate und

Elastizitat

(n (X.) ) 2 9.3. Kurvendiskussion

10. Differenzieren 2
> Kettenregel: 11. Integration

12. DGLs
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Gegeben: f:D — R, mitD C Runda >0, b € R.
Dann gilt:

1. Grundlegende

Bausteine
/ 2. Grundlegende
f(X) f (X) Werkzeuge
3. Aussagenlogik
1
11’1 X ; 4. Lineare Algebra
1 1 5. Lineare Programme
(0) X —
ga xIna 6. Folgen und Reihen
eX eX 7. Finanzmathematik
- . 8. Reelle Funktionen
a a*Ilna o
9. Differenzieren 1
. 9.1. Differentialquotient und
Xb bxb 1 Ableitung
9.2. Anderungsrate und
. Elastizitat
Sln x COS x 9.3. Kurvendiskussion
. 10. Differenzieren 2
COS X —SsSimnx

11. Integration

12. DGLs
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» Gegeben: f:D - R, mitDCRunda>0,beR

» Wenn der Differentialquotient f': D — Rinx € D
differenzierbar ist, dann heif3t 1. Grundlegende

Bausteine

df’(x)  d*f(x)
dx  (dx)2

f” 2. Grundlegende
( ) Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

zweite Ableitung oder Differentialquotient zweiter Ordnung 5. Lineare Programme
von f in X E D. 6. Folgen und Reihen
> Analog fur n=— 2)3) Do 7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
(n_] ) 9. Dif.feren.zierell'\ 1
i (f(n_] ) (X)) _ i d f(X) _ f(n’) (X) :gl.eli:::f;egrentlalquotlent und
dX dX (dX) (TL— 1 ) 9.2. Anderungsrate und

Elastizitat

9.3. Kurvendiskussion
10. Differenzieren 2

f(")(x) bezeichnet dabei die n-te Ableitung von f in x € D.

11. Integration

> f heillt n-mal stetig differenzierbar in D, wenn f in D stetigund = oais
in jedem Punkt x € D n-mal differenzierbar ist

192
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» Voraussetzung: D C R und f: D — R ist differenzierbar.

1. Grundlegende

> Dann heiBt Bausteine
2. Grundlegende
rkzeuge
f/ X We
Pf (X) = # 3. Aussagenlogik
(X) 4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme

Anderungsrate von f 6. Folgen und Reihen
> und 7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
f/ (X) f/ (X) - X 9. Differenzieren 1
€f (X) e — — p_F (X) X OIS Piﬁerentialquotient und
f Ableitung
ﬁ f (X) 9.2. Anderungsrate und

Elastizitat

9.3. Kurvendiskussion

EIastlZitat von f_ 10. Differenzieren 2

11. Integration

12. DGLs
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Definition

> Fir |ef(x)| > 1 reagiert die relative Anderung von f(x)

1. Grundlegende
Uberproportional auf relative Anderungen von x, die Funktion f "

heiBt im Punkt x elastisch. Worauge
» Fir |ef(x)] < 1 bezeichnen wir die Funktion f im Punkt x als 3. Aussagenlogik
une|aStiSCh. 4. Lineare Algebra
5. Lineare Programme
Beispiel 6. Folgen und Reihen
> _ bx . 7. Finanzmathematik
f(X) ae mlt a, b # O é 8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
f/(X) abebx .1. Differentialquotient un
pr(x) = = =b und ef(x) =xpe(x) =bx soisung
f ( X) (leb x 9.2. Anderungsrate und
Elastizitat
9.3. Kurvendiskussion
» Die Anderungsrate der Exponentialfunktion ist also konstant 10. Differenzieren 2
> Die Elastizitat wachst linear mit x. [ e
12. DGLs
194
Mathematik
Gegeben:
1. Grundlegende
» f:[a,b] — R ist stetig und differenzierbar auf (a, b). pausieine
2. Grundlegende
Werkzeuge
Dann gilt. 3. Aussagenlogik
’ 4. Lineare Algebra
. . 5. Li P
> f monoton wachsend in [a,b] & f/(x) > 0 firalle x € (a,b) B
6. Folgen und Reihen
» { monoton fallend in [a,b] & f/(x) < 0 furalle x € (a,b) 7. Finanzmathematik
» f konstantin [a,b] & f'(x) =0 fur alle x € (a,b) o sl funktienen
9. Differenzieren 1
> f/(x) > 0 flralle x € (a,b) = f streng monoton wachsend in o1, Difersrlqutient und
eitung
[a) b] 9.2. Anderungsrate und
Elastizitat
» f/(x) < Oflralle x € (a,b) = f streng monoton fallend in 93. Kunvendiskussion
[a b] 10. Differenzieren 2
)

11. Integration

12. DGLs
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Gegeben:

1. Grundlegende
Bausteine

» f:[a,b] — R ist stetig und zweimal differenzierbar auf (a, b).

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik
Dann gilt:

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme

> f konveX in [Cl, b] <:> f//(X) 2 O fur a”e X € ((1, b) 6. Folgen und Reihen
» f konkavin [a,b] & f”(x) <0 furallex € (a,b) 7. Fananzmathe‘maﬁk
> f beschreibt eine Gerade in [a,b] & f”(x) = 0 fur alle : Eff"Fkt1

X &€ (Cl, b) 9.1. Differentialquotient und

Ableitung
9.2. Anderungsrate und

> {”(x) > 0 furallex € (a,b) = f streng konvex in [a, b] i
> f"(x) < O fiiralle x € (a,b) = f streng konkav in [a, b] I

10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
196
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» f: R — R mitf(x) =xe ™

> fl(x) =e ¥ —xe ¥ =(1—-x)e X

f(x) 1. Grundlegende
. .. Bausteine
» Damit: f/(x) > 0 fur x < 1 und
/ . 2. Grundlegende
fl(x) <O0flrx > 1 o1 Ll
» = f mon. wachsend fiir x < 1T und f 3. Aussagenlogik
mon. fallend fir x > 1 2e? 4. Lineare Algebra
» = f global maximal bei x =1 5. Lineare Programme
3e3 6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
17 =X __ (1 _ —Xx _ o : : :
> f (}) = ¢ (] X)e - (X 9. Differenzieren 1
2)e x 1 2 3 X 9.1. Differentialquotient und
Ableitung
> # f,/ (X) > O fur X > 2 und f// (X) < 9.2. Anderungsrate und
£ < 2_ - - Elastizitat
O urx — 9.3. Kurvendiskussion
» = f konvex fur x > 2 und f konkav 10. Differenzieren 2
far x S 2 11. Integration

12. DGLs
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Definition Wendepunkt

f(x) hatin xo € (a,b) einen Wendepunkt
wenn es ein r > 0 gibt mit

fistin [xg — 1, %x0] streng konvex und

f st in [xo,xo + 1] streng konkav und

v vyvyyy

(oder umgekehrt)

Definition Terrassenpunkt

> xo ist Terrassenpunkt
» wenn xo Wendepunkt ist
» und f'(x) =0

Voraussetzung

» f zweimal stetig differenzierbar in (a, b)
» und f’(xo) = 0 mit (xo € (a,b))

Dann gilt

> f7(xp) <0 = xo istlokales Maximum von f
> " (xg) >0 = xq ist lokales Minimum von f

» f7(x) < Ofurallex € (a,b) = xo ist globales Maximum
von f

> f”(x) >0furallex € (a,b) = xq ist globales Minimum
von f

Mathematik
Stefan Etschberger

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen

9. Differenzieren 1

9.1. Differentialquotient und
Ableitung

9.2. Anderungsrate und
Elastizitat

9.3. Kurvendiskussion
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen

9. Differenzieren 1

9.1. Differentialquotient und
Ableitung

9.2. Anderungsrate und
Elastizitat

9.3. Kurvendiskussion
10. Differenzieren 2
11. Integration

12. DGLs
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Grundlegende Bausteine
Grundlegende Werkzeuge
Aussagenlogik

Lineare Algebra

@ Differenzieren 2
Lineare Programme Partielle Ableitung
Kurvendiskussion

Folgen und Reihen Optimierung mit Nebenbedingungen

Finanzmathematik
Reelle Funktionen
Differenzieren 1

Differenzieren 2

6 000 090 ® O

Integration

Betrachtet werden

» Funktionenf:D — R, D e R"

> mitx = (X1,...,Xn) — f(x) =f(x1,...,Xn) =z

» aullerdem: i-ter Einheitsvektor e; = (0,...,0,1,0,...,0)
» und:x+h-es € Dmith >0

Definition

> f heillt im Punkt x partiell differenzierbar bei Existenz des Genzwerts:

lim f(x +h-ei) — f(x)
h—0 h

> In diesem Fall hei3t dieser Grenzwert fy, (x) die erste partielle
Ableitung von f nach x; im Punkt x. Schreibweisen:

of(x)

F () = fuy () = =

Mathematik
Stefan Etschberger

22

EF
i

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
10.1. Partielle Ableitung
10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

11. Integration

12. DGLs
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Differenzierbarkeit auf D; C D

» Die Funktion f: D D R™ — R
» heilltin D; C D partiell differenzierbar
» wenn f flr alle x € Dy partiell differenzierbar ist

Gradient

» |st die Funktion f: D D R™ — R im Punkt x

» nach allen Variablen x1,...,x, differenzierbar, dann heil3t

grad f(x) = Vf(x) =

» Gradient von f im Punkt x € D

Tangentialebene

> Gegeben: f: D D R? — R und ein Punkt % = (%7, %2)
» Gesucht: Ebene, die f in X berihrt

» Tangentialebene:

T(x1,%x2) = f(x) + 2L(%) - (x1 —%1) + 25(X) - (x2 — %2)

1

Tangentialhyperebene

2

> Gegeben: f: D D R™ — R und ein Punkt X
» Gesucht: Ebene, die f in X berthrt

» Tangentialhyperebene:

Mathematik
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
10.1. Partielle Ableitung
10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

11. Integration

12. DGLs
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*

E
"7

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
10.1. Partielle Ableitung
10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

11. Integration

12. DGLs
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Beispiel Tangential(hyper)ebene

> Gegeben: f: R? — R mit f(x,y) = 4x3y? + 2y
» Gesucht: Tangentialebene im Punkt (1,—2, f(1,—2))

1000
800
600 |
400
200

-200
-400
-600
-800
-1000

Richtungsableitungen

Voraussetzungen

» f:R™ D D — R undein Punkt x € D
> mit stetig partiellen Ableitungen in D und
» ein Punkt x € D

» und ein Richtungsvektor r € D mit ||| =
1.

» Aullerdem: Es existiert sowohl ein ¢ > 0
mit [x — er;x + er] € D

» als auch der Grenzwert

oo flx+t-1)—f(x)
lim
t—0 t

Richtungsableitung

» Dann heif3t

(VF(x)" -+

Richtungsableitung von f an der Stelle x in
Richtung r

Mathematik
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&

10.1. Partielle Ableitung
10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen
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&

10.1. Partielle Ableitung
10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

206



Beispiel Tangential(hyper)ebene Mathematik

Stefan Etschberger

> Gegeben: f: R> — R mit f(x,y) =xeY + cos(xy) _i

» Gesucht: Ableitung im Punkt (2,0) in Richtung des Vektors (_i)

W hAONRORNWNSGO

10.1. Partielle Ableitung
10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

207

Hohere partielle Ableitungen Mathematik

Stefan Etschberger

&

Voraussetzungen

» Funktionf: D —- R, D C R"
» in D nach allen Variablen x1, ..., x,, partiell differenzierbar,

» auch partiell differenzierbar: alle partiellen Ableitungen

Txpyeonyfx,

Dann heif3t

» f zweimal partiell nach allen Variablen differenzierbar.
> Partielle Ableitungen zweiter Ordnung firi,j = 1,...,mn:

10.1. Partielle Ableitung

. a a az f(‘x) 10.2. Kurvendiskussion
fl] x) = f . (x) = f X — 10.3. OptirT\ierung mit
( ) Xi X] ( ) a XJ ( a X,-L ( )> a XJ a Xl Nebenbedingungen

> Achtung: Zuerst nach x;, dann nach x; differenzieren
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Voraussetzungen

1. Grundlegende

» f: R™ D D — R ist zweimal stetig » g s
partiell differenzierbar in D : %

2. Grundlegende
Werkzeuge
> 2. partielle Ableitungen:

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

02f(x)
axian

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

A Frars—

8. Reelle Funktionen

» miti,je{l,...,n}

9. Differenzieren 1

2 van it spemgertn Srrinin

L] (X Verlag van 0
Dann gllt fUI" a"e X E D 10. Differenzieren 2
Hermann Schwarz (1843-1921) 10.1. Partielle Ableitung

10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit

azf(X) —_ aZf(X) Nebenbedingungen
axi ax] B aX] aXl 11. Integration

12. DGLs
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Gegeben

» Zweimal stetig partiell differenzierbare |
Funktion f: R D D —» R i

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

iti R 3.A nlogik
Definition i ussagenlog

4. Lineare Algebra

[ é 5. Lineare Programme

> Die symmetrische Matrix

6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen

9. Differenzieren 1

9% f 9% f o 9% f \
0x10%X1 0x10X%X2 0X10Xn
10. Differenzieren 2

aZf aZf aZf © 0o i 10.1. Partielle Ableit
Hf (X) = —_— = aXz 6x1 aXZaXZ aXZaXn 10:2:Kta,|r\:n2iskuilsi::g
0X;0X; . . .

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

azf azf .. azf / 11. Integration

0Xn 0X1 0Xn 0X2 0Xn 0Xn 12. DGLs

heil3t Hessematrix
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Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema

1. Grundlegende
Bausteine

» Gegeben: Funktion f: R™ D D — R stetig partiell nach allen -
Variablen differenzierbar Werkzeuge

i X el ini . .A logik
> f hat im Punkt X ein lokales Minimum oder Maximum R

4. Lineare Algebra
. ~ 5. Lineare Programme

» Dann gilt: Vf(X) =0
g ( ) 6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen

o . 9. Differenzieren 1
Beispiel
» f:R2 5 R

> f(x,y) = sin?(x) - cos(4y)

10. Differenzieren 2
10.1. Partielle Ableitung
10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

11. Integration

12. DGLs
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1. Grundlegende
) Bausteine

2. Grundlegende

Werkzeuge
.o . ~ 3. Aussagenlogik
> positiv definit, wenn x" H¢(X)x > 0, ,
4. Lineare Algebra
> pOSItIV Sem|deﬁn|t, wenn XT Hf (72) X Z O, 5. Lineare Programme
> negativ definit, wenn x' H¢(%)x < 0, 6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
> negativ semidefinit, wenn xT H¢(%)x < 0 .

9. Differenzieren 1

> jeweils fir alle x gilt.

10. Differenzieren 2
10.1. Partielle Ableitung

10.2. Kurvendiskussion

» Andernfalls hei3t H¢(%) indefinit. 103, Optimierung mit

Nebenbedingungen
11. Integration

12. DGLs
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Einfache Kriterien zu Definitheitseigenschaften Mathematik

Stefan Etschberger

%

Hauptunterdeterminanten Bl
» Gegeben: Symmetrische n x n-Matrix A
» Dann heil3t
ap - an
det H; = det
air o Qi

die i-te Hauptunterdeterminante (i =1,...,n) von A.

Satz
. o e . 10.1. Partielle Ableitung
> MatrIX A pOS|t|V deﬁnlt @ det Hl > O 10.2. Kurvendiskussion
. . .. 10.3. Optimierung mit
& alle Eigenwerte von A sind positiv Nebenbedingungen
> Matrix A negativ definit < (—1)"detH; > 0
& alle Eigenwerte von A sind negativ
213
. . . . Math tik
Hinreichende Bedingung fir lokale Extrema e e
Voraussetzungen [ ————

» D C R™ konvex und offen
» Funktion f: D — R zweimal stetig partiell differenzierbar
> Es gibt ein X, flir das Vf(X) =0

Satz

» H¢(X) ist negativ definit = X ist lokale Maximalstelle von f
» H¢(X) ist positiv definit = X ist lokale Minimalstelle von f
> H¢(X) ist indefinit = X ist keine lokale Extremalstelle von f

10.1. Partielle Ableitung

10.2. Kurvendiskussion
» H¢(x) ist positiv definit fir alle x € D 118 iyl il
= X ist einziges globales Minimum von f
» H¢(x) ist negativ definit fur alle x € D
= X ist globales Maximum von f

214



Mathematik
Stefan Etschberger

*

B
o

Voraussetzungen
» D C R™ konvex und offen 1. Grundlegende
» Funktion f: D — R zweimal stetig partiell differenzierbar i
3. Aussagenlogik
Satz 4, Lineare Algebra
5. Lineare Programme
> H¢(x) ist positiv definit fir alle x € D 6. Folgen und Reihen
= f ist streng konvex in D 7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen

» Hg¢(x) ist negativ definit fir alle x € D
= f ist streng konkav in D

9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2
10.1. Partielle Ableitung

10.2. Kurvendiskussion

> Hg¢(x) ist positiv semidefinit fir alle x € D 103.Opimeung i
. . ebenbedingungen
= f ist konvex in D I
» H¢(x) ist negativ semidefinit fiir alle x € D 12. DGLs

= f ist konkav in D
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F »
Problem =
> Betrachte f: R* — R mit f = x2 + 22
etrachte f : R* — R mit f(x,y) = x~ + 2y
> Gesucht: Punkt in R? mit kleinstem Wert von f 1. Grundlegende
> auf der Geraden 2y +x—3 =0 2. Grundlegende
Werkzeuge
2 3. Aussagenlogik
4. Lineare Algebra
]’8 5. Lineare Programme
1.6 6. Folgen und Reihen
)
7. Finanzmathematik
14 8. Reelle Funktionen
1.2 9. Differenzieren 1
y
10. Differenzieren 2
1 10.1. Partielle Ableitung
10.2. Kurvendiskussion
0.3. Optimierung mi
0,8 1Nebent?<:dingunggen '
0.6 11. Integration
)
12. DGLs
0,4
0,2
0

0
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Aufgabe

1. Grundlegende

Bausteine
» Maximiere (oder minimiere) Funktion f: R™ — R ) (el
Werkzeuge
> N Abhanglgkelt von X = (X] yo o )Xn), 3. Aussagenlogik
> so dass die Nebenbedingungen g'(x) = 0 mit g* : R™ — R R
undi=1,..., m erfillt sind T e Proarmmme

6. Folgen und Reihen

> Kurz:

7. Finanzmathematik

8. Reelle Funktionen

f(X) — max (mln) 9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2

N B: g] (X) = O 10.1. Partielle Ableitung

10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen

m 11. Integration
x) =20
g ( 12. DGLs
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Idee von Lagrange

1. Grundlegende
Bausteine

» Gut ware: Transformation des Optimierungs-
problems mit Nebenbedingungen in eines
ohne NB.

> Im Optimum: Gradient der zu optimierenden
Funktion und Gradient der NB sind parallel

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

Lagrangefunktion

8. Reelle Funktionen

9. Differenzieren 1

» Gegeben: Optimierungsproblem (O) mit f(x) — max(min)

10. Differenzieren 2

unter den Nebenbedingungen g’ (x) = 0 furj = 1,. 101 Pariele Abeiung
10.2. Kurvendiskussion
» Dazu wird definiert: Lagrangefunktion L : R™™™ — IR 103, Optimierung i

Nebenbedingungen
11. Integration

12. DGLs

L(X1y.e ey Xy Myeees Am) = L(x,A) = +Z}\Jg
j=1
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Satz von Lagrange
Voraussetzungen

» f: R™ D D — R, zweimal stetig partiell differenzierbar

> Optimierungsproblem (O) mit f(x) — max (min) unter den Nebenbedingungen
gx)=0farj=1,...,m

» Hessematrix der Lagrangefunktion:

?L(x,A)  dZL(xA)
0x10%1 0x10Xn
HL(X>7\) = : :
%L(x,A)  dZL(xA)
Oxn 0%x1 O0Xm 0Xn

> Eine Losung (%, A) des Systems VL(x,A) = 0

Ap (X, A) negativ definit = % ist lokales Maximum von (O)

> HL(X,A)

» H; (%, A) positiv definit = & ist lokales Minimum von (O)

> (x,A) negativ definit fiir allex = X ist globales Maximum von (O)
> Hi(x,A)

positiv definit fir allex = X ist globales Minimum von (O)

Variable Lagrange Multiplikatoren

Voraussetzungen

» f:R™ D D — R, zweimal stetig partiell differenzierbar

» Optimierungsproblem (O) mit f(x) — max (min) unter den
Nebenbedingungen ¢’ (x) =0 firj =1,...,m

» Lagrangefunktion

Dann gilt:

> st % eine Maximalstelle bzw. Minimalstelle von [
» mitg) (%) =0firallej=1,...,m
» dann ist X auch Maximalstelle bzw. Minimalstelle von (O)

Mathematik
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%

10.1. Partielle Ableitung
10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen
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%

10.1. Partielle Ableitung
10.2. Kurvendiskussion

10.3. Optimierung mit
Nebenbedingungen
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Grundlegende Bausteine

Grundlegende Werkzeuge

Aussagenlogik

Lineare Algebra

Lineare Programme

Folgen und Reihen

Finanzmathematik m Integration

Unbestimmte Integrale
Bestimmte Integrale
Uneigentliche Integrale
Mehrdimensionale Integrale

Reelle Funktionen

Differenzieren 1

Differenzieren 2

6 000 OO0 0 O 9

Integration

Mathematik
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Umkehrung der Fragestellung der Differentialrechnung JII
> Jetzt gesucht: II

Funktion, deren Anderungsverhalten bekannt ist

v

1. Grundlegende
Bausteine

> Beispiel:
2. Grundlegende
e Bekannt: Werkzeuge
Geschwindigkeit eines Korpers in Abhdngigkeit der Zeit L
e Gesucht:
Ort in Abhangigkeit der Zeit

4. Lineare Algebra
5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

Gliederung 8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
1. Unbestimmte Integrale 10. Differenzieren 2
2. Riemannsche Summen und bestimmte Integrale T
. . 2. Bestimmte Integrale
3. Uneigentliche Integrale e e
4. Anmerkungen zu mehrdimensionalen Integralen megre

12. DGLs
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» Eine differenzierbare Funktion F: D — R mit D C R heif3t II
Stammfunktion der Funktion f : D — IR, wenn fir alle x € D II

gilt

1. Grundlegende
Bausteine

/ . 2. Grundlegende
F (X’) - f(X) Werkzeuge
3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

» Sind F, F beliebige Stammfunktionen von f,
gilt fur alle x € D:

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik
A

F(X) — F(X) — kOhStant 8. Reelle Funktionen

9. Differenzieren 1

» Also: Hat man eine Stammfunktion F gefunden, gilt fur alle
anderen Stammfunktionen

10. Differenzieren 2

11. Integration
1. Unbestimmte Integrale

2. Bestimmte Integrale

A

F(X) — F(X) _|_ C 3. Uneigentliche Integrale
4. Mehrdimensionale
Integrale

12. DGLs
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» Ist F: D — R eine Stammfunktion von f: D — R, ‘II
so heildt

1. Grundlegende
Bausteine

Jf(x) dx = JF’(X) dx =F(x)+c  fir beliebiges c € R 2. Grundlegende

Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra
das unbestimmte Integral der Funktion f. 5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik

> Weitere Bezeichnungen:

8. Reelle Funktionen

x :Integrationsvariable 9. Differenzieren 1
f(X) . Integrand 10. Differenzieren 2
c :Integrationskonstante 11. Integration

1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale

. . . . . . 3. Uneigentliche Integrale
» Unbestimmte Integration ist Umkehrung der Differentiation e

Integrale

12. DGLs
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> Sei f eine reelle Funktion und ¢ € R eine beliebige Konstante. Dann gilt: II
a) f(x)=a(a€eR) f(x)dx =ax+c II

=
[ 1
b) f(x)=x"(neNN, x€R) = | f(x)dx = —— x4 L
J n
r 1 2. Grundlegende
f(x) =xM (m = —2, —3, ceey X 7é 0) = f(x) dx = —Xm‘H +c Werkzeuge
v m+ ] 3. Aussagenlogik
i 1 :
f(X) — X‘r (T c IR,, T 75 _]’ X > 0) # f(X) dX — XT-I—] +c 4. Lineare Algebra
J T + ] 5. Lineare Programme
Q) f(X) _ X—] (X 7& 0) = f(X) dx = In |X| +c 6. Folgen und Reihen
J 7. Finanzmathematik
d) f(x) =sinx (x € R) = | f(x)dx = —cosx + ¢ 8. Reelle Funktionen
J 9. Differenzieren 1
[ . Differenzieren
f(x) =cosx (x € R) = | f(x)dx =sinx + ¢ o ’
J 11. Integration
r 1. Unbestimmte Integrale
e) f(X) = eX (X - R) = f(X) dx = ex +c 2. Bestimmte Integrale
3. Uneigentliche Integrale
u,. .] 4. Mehrdimensionale
ntegrale
f(x)=a*(a>0, a#1, x€R) = | f(x)dx = —a*+c¢ I
Ina 12. DGLs

[
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Summen und konstante Faktoren II
» Fur die reellen Funktionen f,g: D — R, D C R existiere das
unbestimmte Integral. Dann gilt: II

1. Grundlegende
Bausteine

2 [(f00) +g(0) dx = jf(x) dx + J o) dx L

Werkzeuge

r

3. Aussagenlogik

r

b) af(X) dX =a J f(X) dX, fur a"e a e ]R 4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme

6. Folgen und Reihen

7. Finanzmathematik

. 8. Reelle Funktionen
Partielle Integration

9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2

» Fir zwei stetig differenzierbare Funktionen f,g: D — R,
N 11. Integration
D C ]R‘ gllt' 1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale

3. Uneigentliche Integrale

4. Mehrdimensionale

Jf(X)gl(X) dx = f(X)g(X) — J'f/(x)g(x) dx Integrale

12. DGLs
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Substitutionsregel

» Die Funktion f: D — R, D C R besitze eine Stammfunktion F
und

» g: D1 = R, Dy CR, g(D;y) C D sei stetig differenzierbar.

» Dann existiert die zusammengesetzte Funktion
fog: Dy = Rmitz="f(y) ="f(g(x)) =(fog)(x)

» und es gilt mity = g(x)

> mit c € R beliebig.

» Gegeben: Beschrankte und stetige Funktion f: [a,b] - Rmita < b

und f > 0

» Unterteilen von [a, b] in

[a,XJ]) [X1)X2]) ceey [Xi—1axi]) ceey [Xn—1)b]
> mita =xp, b =x%xn

» In jedem Teilintervall: Wahle Maximum und Minimum:

f(uy) = min{f(x) :
f(vi) = max {f(x) :

x € [xi—1,%i]} und

X € [xi—1,%xi)}.

f(x)

A

X1

X2 X4 Xi—1 Xi

a = Xp X3 Xn

Mathematik
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i

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2

11. Integration

1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale

3. Uneigentliche Integrale

4. Mehrdimensionale
Integrale

12. DGLs
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i

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2

11. Integration

1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale

3. Uneigentliche Integrale
4. Mehrdimensionale
Integrale

12. DGLs
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» Untere und obere Grenze I"*. < 1 < Ift. fir Flacheninhalt unter Kurve mit:

n n
Inin =D flud)(i—xi1)y I =Y fvi)(xi —xi1)
i=1 iz

> Jetzt: Verfeinerung der Unterteilung von [a, b] = Folgen (I%. ) und (I%,,)

» Existieren flir n — oo die Grenzwerte der beiden Folgen und gilt fiir den wahren
Flacheninhalt I unter der Kurve

lim I = lim I, =1
n—soo Mmin max

n—oo
» dann heif3t f Riemann-integrierbar im Intervall [a, b]
» Schreibweise:

> Bezeichnungen:
I Bestimmtes Integral von f im Intervall [a, b]
x Integrationsvariable

f(x) Integrand

a, b Integrationsrenzen

» Gegeben: Reelle Funktion f : [a, b] — IR. Dann gilt:
b

a) f stetigin [a, b] = | f(x)dx existiert

Ja

rb

b) f monotonin [a,b] = | f(x)dx existiert

Ja

> Beispiele: Gesucht: f“_L} i (x) dx fur

2 furx <O
=97 farxzo U

f2(x) = [x]
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i

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2

11. Integration

1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale

3. Uneigentliche Integrale
4. Mehrdimensionale
Integrale

12. DGLs
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i

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1

10. Differenzieren 2

11. Integration

1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale

3. Uneigentliche Integrale
4. Mehrdimensionale
Integrale

12. DGLs
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Satze zu bestimmten Integralen

> Gegeben: Integrierbare Funktionen f, g: [a,b] — R.
Dann gilt:

b b
a) J' cf(x)dx = CJ f(x)dx  firallec e R

a a

b) f(x) < g(x) furalle x € [a,b] =

b b
f(x)dx = | g(x)dx
Ja Ja
~b rC b
C) f(x)dx = | f(x)dx —I—J f(x)dx  firallec € (a,b)
Ja Ja (o

Zusammenhang bestimmtes und unbestimmtes Integral

Zusammenhang

» Gegeben f: D — R, D C R eine in D stetige Funktion.

» Dann existiert eine Stammfunktion F von f mit F’(x) = f(x)

> sowie das unbestimmte Integral Jf(x)dx =F(x)+c
» und das bestimmte Integral J f(x)dx = F(b) — F(a)

Unterschiede

» Bestimmtes Integral entspricht einer reellen Zahl
» Unbestimmtes Integral entspricht Schar von Funktionen

Mathematik
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1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale
3. Uneigentliche Integrale

4. Mehrdimensionale
Integrale
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1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale
3. Uneigentliche Integrale

4. Mehrdimensionale
Integrale
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Integrationsregeln

a) FUr integrierbare Funktionen f,g: [a,b] — R gilt die Additionsregel

b b

f(x)dx + J g(x)dx.

a

jb(f(x) T g(x)) dx = J

a a

b) Fur stetig differenzierbare Funktionen f, g : [a,b] — R gilt die
Regel der partiellen Integration

b b
—J f'(x)g(x) dx

a

a

o) Istf: [, ] — R integrierbar mit der Stammfunktion F und
g: [a,b] = R mit gla,b] C [, B] stetig differenzierbar, so gilt die
Substitutionsregel

Grenzen bei -0

v

Die reelle Funktion f sei fur alle x € R definiert und integrierbar.

v

b
Dann heil3t der Grenzwert blim J f(x) dx, falls er existiert, das konvergente
— 00

uneigentliche Integral von f im Intervall [a, co), und man schreibt

lim Jb f(x)dx = JOO f(x)dx.

b—oo Jq a

» Andernfalls spricht man von einem divergenten uneigentlichen Integral.

» Entsprechend definiert man das konvergente uneigentliche Integral von f im
Intervall (—oo, b], falls folgender Grenzwert existiert:

b b
lim J f(x)dx = J f(x) dx
a——oo a — 00

(0.@]

a
> Sind beide Integrale J' f(x) dx und J f(x) dx konvergent, so existiert auch
— o0

a

ro f(x)dx = Jjoo f(x)dx + JOO f(x)dx.

— 00 a
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1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale
3. Uneigentliche Integrale

4. Mehrdimensionale
Integrale
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1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale
3. Uneigentliche Integrale

4. Mehrdimensionale
Integrale
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> Geg.: Reelle Funktion f : [a,b) — IR, die furalle x € [a,b—¢] mite € (0,b—a)
integrierbar. Dann heil3t Grenzwert lin% fz_e f(x) dx (falls er existiert)
€e—

konvergentes uneigentliches Integral von f im Intervall [a, b]. Schreibweise:

lim Jb_e f(x)dx = Jb f(x)dx.

€e—0 Jq al

» Andernfalls: Divergentes uneigentliches Integral

> Analog fir alle x € [a + €,b] mit € € (0,b — a), konvergentes uneigentliches

Integral von f in [a, b], mit

lim Jb f(x)dx = Jb f(x)dx.

€e—0Jqre a

» Ist fin (a,b) definiert und sind fiir ¢ € (a, b) die uneigentlichen Integrale

J& f(x) dx und ff f(x) dx konvergent, dann ist auch folgendes Integral
konvergent:

Jb f(x)dx = JC f(x)dx + Jb f(x) dx

a a C

fx1,%2)

» Ist die Funktion f : [a7,b] X [az,bs] — R stetig, so ist auch

by

> Fqi: laz,bo] 5 RmitFy(xy) = f(x1,x2)dxy und
ua1
by

» Fr: laj,b1] D RmitFy(xq) = f(x1,x2) dxy stetig.
uaz
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1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2

11. Integration

1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale

3. Uneigentliche Integrale
4. Mehrdimensionale
Integrale

12. DGLs
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i

1. Grundlegende
Bausteine

2. Grundlegende
Werkzeuge

3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra

5. Lineare Programme
6. Folgen und Reihen
7. Finanzmathematik
8. Reelle Funktionen
9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2

11. Integration
1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale
3. Uneigentliche Integrale
4. Mehrdimensionale
Integrale

12. DGLs
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> Gegeben: stetige Funktion f: [a;, bi] X [az,b2] — R und f ist nach
beiden Variablen stetig partiell differenzierbar.

» Dann sind die Funktionen Fq, F, mit A

Bausteine

2. Grundlegende
b2 Werkzeuge

f(x1,x2)dx; und Fa(xy) = J f(x1,%x2) dx2 3. Aussagenlogik
az

b

F1(x2) :J

aj 4, Lineare Algebra

5. Lineare Programme

stetig differenzierbar, und es gilt:
6. Folgen und Reihen

~ o 7. Finanzmathematik
dF] d °1 b1 af(X1,X2)
d_ — d_ f(x1 y XZ) dX] = a— dX] 8. Reelle Funktionen
oz X2 J aj Jaj X2 9. Differenzieren 1
sz d rbo rbo af(X] , XZ) 10. Differenzieren 2
d_ = d_ f(x1 y x2)dxy = a— dx; 11. Integration
X'1 X1 J as Jay X1 1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale
3. Uneigentliche Integrale
> Also: Differentiation und Integration kénnen vertauscht werden. e

12. DGLs
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1. Grundlegende

» Die stetige Funktion f: [a;,bq] x [a2,b2] — R sei nach Bausteine
beiden Variablen stetig partiell differenzierbar. el
> Dann gilt: 3. Aussagenlogik

4. Lineare Algebra
5. Lineare Programme

by bo
6. Folgen und Reihen

b by
J' J' X] y XZ) dX] dXz = J J f(X] ,XZ) dXZ dX] 7. Finanzmathematik
az ajg

8. Reelle Funktionen
a az

9. Differenzieren 1
10. Differenzieren 2

11. Integration
1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale
3. Uneigentliche Integrale
4. Mehrdimensionale
Integrale

12. DGLs
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Interpretation Gber Riemannsche Summen

» Existieren die Grenzwerte der unteren und oberen Schranke
von [ analog dem eindimensionalen Fall fir n — oo und sind
sie identisch, so heil3t die Funktion f: [a,bq] X [a2,b2] = R
in ihrem Definitionsbereich integrierbar.

> Ist f stetig und stetig partiell differenzierbar, so gilt

bz b1 b] b2
I = J J f(x1,%x2)dxqdxy; = J J f(x7,x2) dx, dx;.
az aj ai az

> Man bezeichnet das Doppelintegral T als das bestimmte Integral
von f im Bereich [a, b1] X [az, by], ferner

> x1,X7 als Integrationsvariable, T, Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale
> f(X] ) XZ) aIS Integrand Und 3. Uneigentliche Integrale
. 4. Mehrdimensionale
» aj, by, ay, by als Integrationsgrenzen Integrale

239

Mathematik: Gliederung

Einfihrung

Grundlegende Begriffe

Quialitative Analyse von Systemen
Beispiele fiir analytisch l6sbare DGL
Lineare Differentialgleichungen



Makrookonomische Systeme und deren Beschreibung

» Lassen sich Beobachtungen an wirt-
schaftlichen Daten und vor allem de-
ren Veranderung nutzen,

» um Entwicklungen aggregierter Gro-
Ben in Volkswirtschaften wie z.B.

e den Beschaftigungsgrad oder
e das Bruttoinladsprodukt

» zu modellieren und zu analysieren?

Dazu: Makrookonomische Modelle

Das Modell zyklischen Wachstums von Goodwin

Lohnquote und Beschiftigungsgrad: Problem

> Betrachtung einer wirtschaftlichen Wachstumsphase

> Gesucht: Ausdruck fiir sich gegenseitig beeinflussende
Lohnquote u(t) und Beschaftigungsgrad v(t)

Verwendete Symbole:

» Wachstumsfaktor der Arbeitsproduktivitat bzw. des Arbeitskraf-
tepotentials: «, 3

> Linearisierungskonstanten: p, <y
» Qutput pro Kapital:

B A

Stfeikende bei der Telekom

> Mit den Abkirzungen:

ap = K—ax—fpB ; az
b1 = Y+ « ) b
Modellannahmen reduzieren sich zu:
. > ergibt sich:
t
vit) = (k—a—p) — «k-u(t)
v(t) )
vt
u(t) — = a; —au(t
— = = —(yt+ta)  + pv(t) V(D) 1 azu(t)
u(t )
u(t
—— = —b b t
e 1+ bav(t)

© R

Mathematik
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Zusammenfassung Mathematik

Stefan Etschberger

Beschiftigungsgrad und Lohnquote

\ﬂ = a; —a - u(t)
v(t)
1% = —bj +by-v(t)

» Gleichungen beinhalten jeweils die gesuchte Funktion und ihre
Ableitung

» Und nur eine Veranderliche (hier t)

» Solche Gleichungen nennt man gewoéhnliche
Differentialgleichungen

Einfihrung

Ein makrookonomisches
Modell

> Notig fur weitere Analyse der Modelle: Aussagen (iber Verhalten oaevon

Differentialgleichungen

d eS SySte m S Grundlegende Begriffe
Qualitative Analyse von
Systemen
Beispiele fiir analytisch
l6sbare DGL

H Mathematik

Beg rlffe Stefan Etschberger

» Differentialgleichung: Eine Gleichung einer gesuchten Funktion y und
einigen ihrer Ableitungen

» Gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung: Gleichung gesuchter
Funktion y und einigen Ableitungen nach einer Veranderlichen x, also
Gleichungen der Form:

d d" .
F (Xﬂ:’)d_li)---)ﬁ) =0 oder F(X,y,y/,...,y( )) =0

/

» Explizite Differentialgleichung erster Ordnung: y = f(y,x)

F (x,y)y’,...,y(“)> =0,

(x0) = Yo
» Anfangswertproblem: y/ b ,’ Einfahrung
y (XO) y Oye=*+y Grundlegende Begriffe
AT n—1 Qualitative Analyse von
y ( ) (XO ) y 0 Systemen

Beispiele fur analytisch
l6sbare DGL

Lineare DGI
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Mathematik

Analyse von Differentialgleichungen Stefon trachberger

> Physikalisches  Pendel,  Winkel
v(t), Winkelgeschwindigkeit
u(t), Dampfung A > 0O

» Wichtige Fragen:
e Gibt es eine explizite Lo

sung? dv
. . | " :u(t)
e Falls vorhanden: Eindeutig- .. . g
kelt? [: d—t:—sin(v)—A-u(t)
» Oft trotz Existenz und Ein-__ ' - I
deutigkeit analytische Losung - - - AN - Yo
. . 1 P S NN
nicht mdglich; dann zum Bei- =7 3 g YL
spiel: SRR TR
it "X 1 4 j \ : : 1 S
e Richtungsfelder : /‘ ; :/7\\: NP :
. ” ; s ALY e y BA) Y
e Numerische Lésungen AT @ Wi HiRTE @ i
. .. [ vy o ; £ ¥ % v ,
o Bei Systemen ohne Abhan- | 1 1\ ; ;vv co U y
gigkeit von Parameter: Tra- | 1\ TEFT M1 s
i i i /‘L\LQWJ{"\“‘\:\\“‘ Grundlegende Begriffi
Jektorlen NN N N = run‘ e?en e Begriffe
. Qualitative Analyse von
e Stabile Punkte Systemen
Beispiele fur analytisch
|6sbare DGL
Lineare DGI
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1 1al- = _ _ 1 Mathematik
Beispiel: Rauber-Beute-Dynamik Stefon trechbenger
> Pflanzenfresserpopulation B(t) wéchst™| « - - - - - - - - U T TT U U,
(ungestdrt) mit konstanter Rate a. : /_‘XI g Qe Bl
sy /0 2 < « < <~ = \\X\\\\\\\s
> Bei Existenz von Raubtieren mit den | /& = © " - ey
H A N NN
Pflanzenfressern als Beute: Raubtierbe- Sl
stand R(t) vermindert Wachstumsrate | [ /- = = - -« - o sy LY
der Beutetiere proportional: i B NN SN
B(t) ble Nt 55 o 2 glaame fu s
—— =a7 —ay-R(t : :
B 2 R

» Ohne Beute (B(t) = 0) schrumpft Raubtierbestand kontinuierlich mit konstanter

Rate b;.
» Andererseite wachst ihr Bestand proportional zur vorhandenen Menge der
Beutetiere:
R(t)
—— = —by + by - B(t)
R(t)
Einfihrung
> System von Differentialgleichungen beschreibt im B-R-Diagramm zyklische Grundlegende Begrife
KU rven. S;i::zr\:e Analyse von
. Analyse des Modells von
> Bekannt als Lotka-Volterra-Gleichungen Goodman
Beispiele fur analytisch
|6sbare DGL
Lineare DGI
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Analogie der Modelle Mathematik

Stefan Etschberger

Beute-Jager-Modell Goodman-Modell
% = a1 —az-R(t) 1}% = a1 —az-u(t)
R(t) u(t)

RO —b1 + b2 - B(t) ) —b1 + b2 -v(t)

Die Beschaftigungsgrad v(t) entspricht der Beute,
Die Lohnquote u(t) den Raubern

Jede Losung: Zyklus im u-v-Diagramm

>
>
>
» Anfangsbedingungen bestimmen Orbit
» Wo ist stationdre Losung?

» Stationdre Losung bei u = a;/az und v = by /b, Zf:.gg“gff

Qualitative Analyse von
Systemen

Analyse des Modells von
Goodman

Beispiele fur analytisch
|6sbare DGL

Lineare DGlI
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Mechanik des Modells Mathematik

Stefan Etschberger

1. Beschaftigungsgrad v kleiner als by /by

v(t
— Lohndruck ist gering, Realldhne sin- Ty = a; —az - u(t)
ken. .
1u(t)
2. Dadurch: Sinkende Lohnquote (und stei- 3 (¢) —b1 + b2 -v(t)

gende Gewinnquote — wachsende In-

vestitionen)
Richtungsfeld mit a1 = 2,
3. Diese erhohen die Wachstumsrate der

Produktion und sobald diese das Wachs-
tum der Arbeitsproduktivitat Gbersteigt,
kommt es zu Neueinstellungen und der
Beschaftigungsgrad nimmt zu.

o
N
Il
lopl
I
lopd
N
I

Y ULy v ¢ ¢ 4«

y
Yy
Yy
y
Yy
Y
4

[ ¥V P A AT LT Y

4. Dann: Steigender Beschaftigungsgrad
und Lohndruck; Realldhne wachsen, sen-
ken die Gewinnquote, die Investitionen
und die Wachstumsrate der Wirtschaft.
Sobald diese unter die Wachstumsrate
der Arbeitsproduktivitat gesunken ist, Cotiatve Aneevon
sinkt der Beschaftigungsgrad wieder. Systemen

vvplvfrros Sl )
VYWY Y (Jaad
YYVY WAy oo a Ja
YY U Ay y vy olv o4
YUV CCAADL p pyvy v 77
YY(LLAAr ppyvvVYY“
YYULCA A s »ypyy vy X
YYI(C4CAKkrprVyvVvYyyXx
",144A>>vvv111
"‘QAA>I>V",,/'

(YA A< Yy w>

Einfihrung

Grundlegende Begriffe

—
Wy 14 aarryrvv vy~

Analyse des Modells von
Goodman

Beispiele fur analytisch
|6sbare DGL

Lineare DGlI
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Empirischer Gehalt des Modells

Mathematik
Stefan Etschberger

Westdeutsche Daten 1960-1995
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Lohnquote i.v.H. 78

Einfihrung
Grundlegende Begriffe

Qualitative Analyse von
Quelle: Sachverstandigenrat (1996) Systemen

Analyse des Modells von
Goodman

Beispiele fur analytisch

l6sbare DGL
Lineare DGI
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Beispiele fur analytisch I6sbare DGL Mathematik

Stefan Etschberger

» Konstante Beschleunigung:

5(t) =—g

» DGL der Form

y' =f(x)-g(x), zB.y' =xy

» Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung der Form

y' +f(x)y = g(x)
mit
e g(x) = 0: homogene DGL
e g(x) # 0:inhomogene DGL

Einfihrung

Grundlegende Begriffe

Qualitative Analyse von
Systemen

Beispiele fur analytisch
l6sbare DGL

Lineare DGI



Lineare DGl erster Ordnung Mathematik

Stefan Etschberger

Motivation

> 1u(t) = o - u(t) mit konstantem « beschreibt Wachstums- oder Schrumpfungsprozesse

» Aber: Um 1650 jdhrliche Wachstumsrate der Weltbevélkerung 0,3% (x ~ 0,003), heute ca.
2% (x =~ 0,02)

» Also: o nicht konstant — oc(t)

» Und: Gegebenfalls Zufuhr oder Abwanderung von/nach auBBen (Immi- bzw. Emigration)
» Dann DGl 1t (t) = oc(t)u(t) + s(t)

Definition

» Lineare Differentialgleichung erster Ordnung

/

y = f(x)y +s(x)

> s(x) hei3t Storfunktion

Einfihrung

» Wenn s(x) : x — 0: Homogene DGl y' = f(x)y Grundiegende Begrifie

Qualitative Analyse von
Systemen

> Andernfalls: Inhomogene DGl Beispiele fur analytisch

|6sbare DGL
Lineare DGI

Lineare DGl erster Ordnung
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Lineare DGl erster Ordnung Mathematik

Stefan Etschberger

Zunachst: Losung der homogenen Gleichung

> Klar: Wenn y(x) eine Losung der DGI, dann ist auch ein Vielfaches Cy
eine Ldsung

» Annahme: f(x) soll stetig auf Intervall I sein. Damit existiert
Stammfunktion

A(x) :J f(t)dt flarallex € I mitxo € I fest

X0
> Es gilt:

ieff(x)dx _ f(x)el x)ax
dx

> Damit z : x — el "% ist Lasung, jedes Vielfache Cz auch

> Das sind auch alle Lésungen, denn bei beliebiger Lésung y gilt Einfuhrung
%% = 0, also y/z konstant, z.B. C, damity = Cz Grundlegende Begrife

Qualitative Analyse von
Systemen

Beispiele fur analytisch
l6sbare DGL

Lineare DGI

Lineare DGl erster Ordnung

257



Lineare DGl erster Ordnung

Satz zur Losung von homogenen linearen DGIs 1. Ordnung

| 4
| 4

Voraussetzung: f(x) auf dem Intervall I stetig.

Dann sind die Losungen der DGL y’ = f(x)y genau die
Funktionen

y:x — C-el fXd mit der freien Konstante C
Und: Die Anfangswertaufgabe y’ = f(x)y, y(xo) = yo (mit
xo € I, yo beliebig) besitzt genau eine Losung

Bestimmung von C Uber tGber Anpassung der
Anfangsbedingunag.

Beispiele:
e y' = (sinx)y, y(0) =1
°y' =1y y(l)=2

Lineare DGl erster Ordnung

Losung der inhomogenen Gleichung

>

>

>

>
>

>

Gegeben: y’ = f(x)y + s(x), wobei f und s auf dem Intervall I
definiert sind, und f(x) auf I stetig.

Zuerst: Suche davon eine partikuldre Lésung yp,, dann gilt far
jede andere Losung der DGI:

(U—yp) =fy+s—(fyp +s) =fly—yp)

Y — Yp ist also Lésung der homogenen DGl und damit gilt fir y

y(x) =yplx) +C- el FOx)dx

Damit ist das die allgemeine Losung der DGI.

Praktisch: Zur Losung der inhomogenen Gleichung ausreichend:
Finden irgendeiner partikularen Lésung y,,

Methode: Variation der Konstanten

Mathematik
Stefan Etschberger

Einfihrung
Grundlegende Begriffe

Qualitative Analyse von
Systemen

Beispiele fur analytisch
|6sbare DGL

Lineare DGI
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Einfihrung
Grundlegende Begriffe
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Lineare DGl erster Ordnung Mathematik

Stefan Etschberger

Variation der Konstanten

> Fasse C als differenzierbare Funktion iny, := C - el ()9 ayf

> Eingesetzt iny’ = f(x)y + s(x) ergibt sich

Cx)f(x) - el T 1 7 (x) . el 109 — ¢(x)C(x) - ef T 4 g(x)

» Damit gilt fiir die ,Konstante” C(x) in der partikuldren Losung yp:

C(x) = Js(x) ce [ T0Idx gy

Zusammenfassung
Einfihrung
allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung = Grundlegende Begrifl
. . . . . Qualitative Analyse von
partikulédire Losung der inhomogenen Gleichung + P
allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung Pt

Lineare DGI

Lineare DGl erster Ordnung
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