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Aufgabe 44 19.11.2014

Geben Sie die rekursiv definierten Folgen (a,) und (b,) mit

n mit (do = l)

An+1 = 2

—a
n+1
bus1 = by mit (b, =2)

in expliziter Form an.

Aufgabe 45  26.11.2014

Berechnen Sie fiir die Folgen (ay), (b,), (¢x), (dn), (e,) mitn € N und

Al

_ =D"(3) + (n +3)? - 2
14+n2+4n3 (-5

Jn—n 3nyn—1

Aan

_n_

o (VT

Cn = (— A 241 s n=— = > €n

(=D (2) (nz+1) Ji+n+1 n(2+ \/ﬁ)
die Grenzwerte.

Aufgabe 46 26.11.2014

a) Uberpriifen Sie die Reihen (r,), (s,), (tx), (4,) mit
“ 20 . 3it! 3% = 2(i))

'n = . s n = - = = n = .
m=d 5 ° ; 5i-1 ; s T i)

i=1

auf ihre Konvergenz.

b) Berechnen Sie den Grenzwert lim (s,).
n—oo
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Aufgabe 47 26.11.2014

Eine Schitzung der gesamten Ol- und Gasreserven im norwegischen Festlandsockel zu Be-
ginn des Jahres 2003 betrug 13 Milliarden Tonnen. Die Forderung im selben Jahr lag bei 250
Millionen Tonnen.

a) Wann sind die Reserven erschopft, wenn die Forderung auf demselben Niveau wie im
Jahr 2003 fortgesetzt wird?

b) Nehmen Sie an, dass die Forderung jedes Jahr um 2% im Vergleich zum vorangegange-
nen Jahr reduziert wird, beginnend im Jahr 2004.

Wie lange werden die Reserven in diesem Fall reichen?
c) Wie dndert sich die Situation, wenn die jahrliche Forderung um jeweils 10 Millionen
Tonnen gegeniiber dem Vorjahr steigt, beginnend im Jahr 2004.

Wie lange werden die Reserven in diesem Fall reichen?
Aufgabe 48 26.11.2014, nur a)
a) Fiir welche k € N konvergieren die Folgen (a,), (by), (¢,) mit

3(n'%—1)
2(n+1)k *

_ -1 _
by, = a,', ¢ = a; ?

a, =

Geben Sie gegebenenfalls die entsprechenden Grenzwerte an.

Aufgabe 49 26.11.2014

Uberpriifen Sie mit Hilfe des Quotientenkriteriums, fiir welche ¢ € R die Reihen (r,), (s,)

mit .
n (a _ 1)1

rnZ;g_” Yn:Za(l+1)

i=0
konvergieren.
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a) Uberprifen Sie die Reihen (7). (s1). (t). (11,) mit
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2i

auf ihre Konvergenz.
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Aufgabe 47 26.11.2014

Eine Schitzung der gesamten Ol- und Gasreserven im norwegischen Festlandsockel zu Be-
ginn des Jahres 2003 betrug 13 Milliarden Tonnen. Die Forderung im selben Jahr lag bei 250
Millionen Tonnen.

a) Wann sind die Reserven erschopft, wenn die Forderung auf demselben Niveau wie im

Jahr 2003 fortgesetzt wird?
b) Nehmen Sie an, dass die Forderung jedes Jahr um 2% im Vergleich zum vorangegange-
nen Jahr reduziert wird, beginnend im Jahr 2004.

Wie lange werden die Reserven in diesem Fall reichen?
) Wie dndert sich die Situation, wenn die jihrliche Forderung um jeweils 10 Millionen
Tonnen gegeniiber dem Vorjahr steigt, beginnend im Jahr 2004,

Wie lange werden die Reserven in diesem Fall reichen?

13 Mrd = 250 Mio - x ¢=> x:52 2 Ewcle 2084
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Aufgabe 44 19.11.2014

Geben Sie die rekursiv definierten Folgen (a,,) und (b,) mit

apyy = ——a, mit (ap = —)

n+ l
by =vVby  mit (b1 =2)
in expliziter Form an.
“ o a L% 3 y
22 T
R By \2”3- S
v x3=%.a
a,="2 o 3=73:%,
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1 2 -
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w 1 1 3 " s s
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Aufgabe 45 26.11.2014

Berechnen Sie fiir die Folgen (a). (b). (¢a). (da). (ex) mit n € N und

=0 (3) + o+ 32
a= b=
T+n? +dn®
(VT ) = g
n= =) (E) ()" o= N FPED)

die Grenzwerte.

at un.kult.ama, (1)*
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Aufgabe 46 26.11.2014

a) Uberpriifen Sie die Reihen (7). (5u). (1), (1) mit

n nogitt

2i
) D S SAn

=1 =
auf ihre Konvergenz.

b) Berechnen Sic den Grenzwert lim (s).
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2014115 -

fir BW und IM - - Wi

Augsburg — Wir

Prof.Dr. Stefan

Aufgabe 50 26.11.2014

Eine Rechnung iiber 3.250 € wird nicht sofort bezahlt. Daher sind Verzugszinsen in Hohe
von 144,45 € zu bezahlen. Fiir welche Zeitspanne wurden Verzugszinsen berechnet falls der
ZinsfuBl 8% betrigt.

Aufgabe 51 26.11.2014

Ein Girokonto weist am Jahresanfang ein Guthaben von 2.400 € auf. Am 6. Mirz werden auf
das Konto 10.000 € iiberwiesen; am 21. Januar und am 16. Februar werden jeweils 4.000 €
abgebucht. Die Bank berechnet 12% Sollzins und 0,5% Habenzins. Stellen Sie die Zinsab-
rechnung zum 1. April auf.

Aufgabe 52 26.11.2014

Jemand zahlt am 2. Juli 1999 auf sein Sparkonto 1000 € ein. Wie hoch ist der Kontostand am
2. April 2008 bei 3% Zins, falls das Konto zu diesem Zeitpunkt abgerechnet wird.

Aufgabe 53 3 12 2014

Jemand legt 20.000 € zu 6% zinseszinslich an. Auf welche Summe wichst das Kapital in 5
Jahren an bei

a) jahrlicher,
b) halbjdhrlicher,
¢) monatlicher,

d) tdglicher oder

e) stetiger Verzinsung?

Aufgabe 54 26.11.2014

Eine Kapitalanlage hat sich in 10 Jahren verdoppelt. In der ersten Hilfte der Laufzeit betrug
der Zinssatz 4%. Wie hoch war er in der zweiten Hilfte?

Aufgabe 55  26.11.2014

a) In welcher Zeit verdoppelt sich bei Zinseszinsrechnung jedes beliebige Anfangskapital
K bei einem jihrlichen Zinssatz von p = 5%?

b) Wie muss der jahrliche Zinssatz bei Zinseszinsrechnung aussehen, wenn sich das An-
fangskapital in 10 Jahren verdoppeln soll?

Aufgabe 56 26.11.2014

Wie lange miissen 10.000 € angelegt werden, damit sie bei einer jihrlichen Verzinsung von
7% ein Endkapital von 25.000 € erbringen?
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Aufgabe 57 3.12.2014

Ein Waldbestand hat einen Tageswert von 1 Mio. €. Aufgrund von Abholzung und Umwelt-
schiaden, nimmt der mengenméBige Bestand jahrlich um 10% stetig ab; der Preis des Holzes
steigt halbjdhrlich um 4%.

a) Welchen Tageswert hat der Wald in 10 Jahren?

b) Nach wie viel Jahren hat sich der Wert des Waldes halbiert?

3.12.2014

Die Effektivverzinsung einer Anlage, die vierteljdhrlich verzinst wird, ist 6,14%. Wie hoch ist
der (nominale) Jahreszinsfuf3?

Aufgabe 59 3.12.2014

Aufgabe 58

Jemand zahlt am Ende eines jeden Jahres 1000 € auf sein Sparkonto ein, welches zu 3%
verzinst wird. Wie hoch ist der gesparte Betrag einschlieBlich Zinseszins am Ende des 10.
Jahres?

Aufgabe 60 3.12.2014

Fiir den Kauf einer Maschine stehen folgende Zahlungsalternativen zur Auswahl:

a) 8.000 € sofort, 4 jahrliche Raten zu je 2.000 €, zahlbar am Ende eines jeden Jahres
b) vier jihrliche Raten zu je 4.000 €, zahlbar am Ende eines jeden Jahres

¢) 5.000 € sofort, je 3.000 € am Ende des 2. und 3. Jahres und 5.000 € am Ende des 4.
Jahres.

Fiir welche Zahlungsalternative (Barwertvergleich) soll man sich bei einem Zinssatz von 10%
entscheiden?

Aufgabe 61 3.12.2014

Ein heute 55-jdhriger Arbeitnehmer hat in 10 Jahren einen Anspruch auf eine monatliche Be-
triebsrente von 500 €, die vorschiissig bezahlt wird. Durch welche Gegenleistung kann sie
heute bei einem Zinssatz von 6% abgelost werden, wenn die Lebenserwartung von 77 Jahren
angenommen wird.
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Ein Waldbestand hat einen Tageswert von 1 Mio. €. Aufgrund von Abholzung und Umwelt-

schiiden, nimmt der mengenmiBige Bestand jahrlich um 10% stetig ab; der Preis des Holzes
steigt halbjihrlich um 4%.

Aufgabe 57

a) Welchen Tageswert hat der Wald in 10 Jahren?
b) Nach wie viel Jahren hat sich der Wert des Waldes halbiert?

Butt) = pran(£) i«u) (+ £ 2eit)
= prun, - (1.04%) ot
i Aoyt.e~%1
(e fanges oy
1mi0 € £ 0,9%8
a, Wt(10) = 1 Mia € - (10u= & %)Y
= 806.06%,16 €
|s) Soo' = 4 mio € - (4,04%.7%" )f
G el h
R en (1,04 %) = 31,15
(noely 32 Jahrea
eashon m;‘il e 505/,)
Aufgabe 61 3.12.2014

Ein heute 55-jihriger Arbeitnehmer hat in 10 Jahren einen Anspruch auf eine monatliche Be
triehsrente von 500 €, die vorschilssig bezahlt wird. Durch welche Gegenleistung kann sie
heute bei einem Zinssatz v“ 6% abgeloal werden, wenn die Lebemcrwanung von 77 Jahren

angenommen wird. oo
e ‘\}6'\'\//;7”%. N

©®

®

Aufgabe 62 3.12.2014

Ein Bausparer hat cinen Bausparvertrag iiber 50.000 € Bausparsumme abgeschlossen. Der
Habenzins betrigt 3%. Der Bausparvertrag ist wenn 40% der

eingezahlt sind. d.h. OU. ro s).o mmw

a) Nach wieviel Jahren ist der Bausparvertrag zuae.]ungsremf‘d werde,
» 3.000 € jihrlich nachschiissig
» 3.000 € jihrlich vorschiissig
» 300 € monatlich nachschiissig
Cinbezahlt werden?

b) Welche Sparrate muB der Bausparer
» jihrlich nachschilssig
» jihrlich vorschiissig
» monatlich nachschissig

leisten, damit der Vertrag in vier Jahren zuteilungsreif ist?

a@noelasol, - Rerdden. eenol coeil

034

20000 = 3000 - “ga3— &) 2 =203"
[ k:%%%s,ﬂ (M;AM)
20000 = 3000 - 4-;90:— -1,03
e
%‘F 1 zéoo:

(ush waoks ¥ Jabien)

S—
sy — 65 a gu«ﬁ’ w e
Ko =Ry 406 " = Soo.(1240,06-21%). us-: R
Renbes=
esatevode

Readenbos et

=10

. 106

T, e

o000 =300 - (120,03 4) - 22T el
0,03
12,165 <
e [maety
U ey
cts.mgm =4,03" D n= a“a.a: xS,149

also waely S Jahren
0. 12,165 . "-44:“ = 421650 (4,08 )
=1045,69€ SJodnre wed 3 Mowak
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Lésungshinweise zum Teil HSFR_Finanzmathematik

Lésung zu Aufgabe 52- 50

K,— K, 144,45
Ko-i ~ 3250-0,08

K,=K¢(1+n-i) = n= ~ 0, 5556 Jahre= 200 Tage

Lésung zu Aufgabe 52- 571

20 Zinstage 25 Zinstage 20 Zinstage 25 Zinstage
Kontostand = +2400 € —1600 € —5600 € +4400 €
1. Januar 21. Januar 16. Februar 6. Marz 1. April

20 25 20 25 —
360 * 0,005 2400 — 55 - 0,12+ 1600 — 55 - 0,12 - 5600 + 55 - 0,005 - 4400 = —48,46 €

Lésung zu Aufgabe 552

8
179 3 91
K=1000{1+-=-003){1+-—) (1+—=—-0,03) ~ 1295,42
( * 360 )( +100) ( * 360 )

Losung zu Aufgabe 553
a) -1,06° ~ 26.764, 51
b) -1,031° ~ 26.878, 33

c) +1,005%° ~ 26.977,00

360-5
0,06
d) (1 +=2— ~ 26.996, 50
) ( + 360)

e) €005 ~ 26.997,18
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Aufgabe 69 3 15 2014

Ein Auto, das 57.000 € kostet, soll durch einen Kredit finanziert werden. Die Hausbank bietet
einen Kredit, der in zwei gleich hohen jihrlichen Tilgungsraten zuriickzuzahlen ist, mit fol-
genden Konditionen an: Zins p.a. 8%, Auszahlung 90%. Wi hoch ist der Effektivzinsfus fiir
den Kredit?

Sthudd sumeme. = $-0,9 = 5%’ ’%
1
f*%n%

(T’m)i + (T’i(la.l‘r)) q

uxd.‘ 1 ar sach 2abic
zv:h.d»ib E{‘L‘L‘;vl;k:

'

« 5{’(%"’ ~'f1*(ﬂ-+oos 5‘)1
o8
Vst w L.
nun kool f'._
Had{he vou. S

@ s (SR (G 2t [y
4.81 = 41694103 & 4,31 -1,16q-1p8 =0
(S LC7A

1
Py (1,16"- 1,46" +4-434,03 ')
11611 2 16,11 %
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Losung zu Aufgabe 6(59

Losung zu Aufgabe 557 5

1,0310 — 1
Rip = 1000 - ————— ~ 11.463,88€

Ko =2Ko=Ky-1,04° . ¢° 0,03
= 2=1,04.¢°
5
2 ) ]
=q= 1‘@ ~ 1,1045 = 10, 45% Losung zu Aufgabe 6260
) 1 1,14—1
(1) Kapitalwert:3000 + 20001 G0l © 14.339,73
Losung zu Aufgabe 567 5¢ ' '
1,14 -1
In2 (2) Rentenbarwer#t000 - —- - ——— = 12.679,40
a) 2Ky =Ko-1,05" = n= ~ 14,2 11 0.1
In1,05
3000 | 3000 5000 13.148, 35

3) Kapitalwert:5000
®) p +1,12+1,13+1,14

b) 2Ko=Ko-q'° = ¢q= W2=1,0718
Also: Variante (2) ist am glinstigsten

Losung zu Aufgabe 57 S&
Lésung zu Aufgabe 627 61

In0,25

10.000-1,07" =25.000 = n= ~ 13,54 Jahre
In1,07

Te = 500(12 +0,06- g) =6195,00€

21 1
— ~51.937,91€

Lésung zu Aufgabe 58~ 59
@) Ko = po-xo = 1.000.000 = Kio=po-(1,041)" - xo-€ """ ~ 806.069 Rente ab 65 Ro=re = —
N e’ A q
Preis in 10 J. Waldbestand in 10 J. RO
heute: —o ~29.001,86€
b) 4
1Ko = Ko-1,04>" . g 01"
1 L6 Aufgabe 6
= NS =2-n-IN1,04=0,1-n osung zu Aufgabe 63 6 L.
= n & 32,15Jahre a) e 3000< jahrlich nachschussig:
1,03" — 1
20.000 = 3OOOW 1,03" =1,2 = n=6,17Jahre

e 3000<€ jahrlich vorschissig:
1,03" —1 In1,194

20.000 =3000-1,03- ——— = n= ~ 6 Jahre
0,03 In1,03

Losung zu Aufgabe 558

AN
(1+%) —1,0614 = i=(Y1,0614—1)-4=0,06=6%
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e 3000<€ monatlich nachschissig:

re = 300(12 40,03 %) =3649,50 = n =5,15Jahre

b) wie a), jetztr gesucht

e jahrlich nachschissig: = 4780, 54 €
e jahrlich vorschussigr = 4641,30€

e monatlich nachschissigs = 4780,54 = r =392,97€

Losung zu Aufgabe 6.63

, 1,06" — 1 , 1,06" — 1
a) 100.000- 1, 06" 4+4000———— = 50.000-1,06" + 8000———— = 1n a 23,79
0,06 0,06
b) 50.000- 1,06 = ( 4000 ) 1,06° 1 = 10.793,40 €
. -1, = (ry, — P — rep = . ,
—_ bT == 0,06 8
Vorsprung von A Sparrate von A

Lésung zu Aufgabe 6:64

“1.085
_Lre‘S’ZO —1 1
Ry =20.000 ———— . — | Beet
0,055 1,05520 Culunaliwe phant
= 239.007,65€
13) 1,055%0 —1 7 godwet
= r(12 + 0.0557) N } b
= r=267,01€
Losung zu Aufgabe 6 65
1,05° — 1
Ry = 100.000 - -1,05- = 454.595,09

1,055 0,05

Lésung zu Aufgabe €66

1,012° — 1
Ry =1000 - —
0,01

s

-1,01- ~ 18.226,00€
1,0120
Losung zu Aufgabe €G7
re = 5000 - (4 +0,05- g) =20.625 = Ry =159.260,77€

Lésung zu Aufgabe 668

1
T = 3 500.000 = 100.000

Jahr Ry Zk T Ak

500.000 35.000 100.000 135.000
400.000 28.000 100.000 128.000
300.000 21.000 100.000 121.000
200.000 14.000 100.000 114.000
100.000 7.000 147.000 /35.000
0 0 400 0 40%F o

U WNPE
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Aufgabe 62 3.12.2014

Ein Bausparer hat einen Bausparvertrag iiber 50.000 € Bausparsumme abgeschlossen. Der
Habenzins betrigt 3%. Der Bausparvertrag ist zuteilungsreif, wenn 40% der Bausparsumme
eingezahlt sind.

a) Nach wieviel Jahren ist der Bausparvertrag zuteilungsreif, wenn

» 3.000 € jihrlich nachschiissig
» 3.000 € jihrlich vorschiissig
» 300 € monatlich nachschiissig

einbezahlt werden?

b) Welche Sparrate mufl der Bausparer

» jéhrlich nachschiissig
» jéhrlich vorschiissig
» monatlich nachschiissig

leisten, damit der Vertrag in vier Jahren zuteilungsreif ist?
Aufgabe 63 3-12.2014

Das Vermogen von A ist mit 100.000 € doppelt so hoch wie das Vermogen von B. A spart
jéhrlich 4.000 € nachschiissig, wihrend B 8.000 € spart. Die jahrliche Verzinsung ist 6%.

a) Nach wie vielen Jahren sind die Vermogen von A und B gleich hoch?

b) Wie hoch muss die jahrliche Sparleistung von B sein, damit er in 10 Jahren das gleiche

Vermégen wie A hat? v v
Woo-o  UFP o
Aufgabe 64 3.12.2014 23 \_\‘:::“ 2]ahre o

Jemand mochte von seinem 63. Geburtstag an 20 Jahre lang eine jdhrliche nachschiissige
Rente in Hohe von 20.000 € ausbezahlt bekommen. Welchen Betrag muf} er dafiir 30 Jahre
lang bis zu seinem 63. Geburtstag monatlich vorschiissig einbezahlen? Der Zinsfu} betrage
5,5% jéhrlich.

Aufgabe 65 3.12.2014

Als Kaufpreis fiir ein Haus hat der Erwerber 5 Raten von je 100.000 € zu leisten. Die erste
Rate muss sofort bezahlt werden, die iibrigen in jahrlichen Abstinden. Mit welchem Betrag
konnte bei 5% Zins die ganze Schuld sofort beglichen werden?
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Aufgabe 66

Welches Kapital benotig man heute, wenn daraus 5 Jahre lang zu jedem Quartalsbeginn eine
pende von 1000 € iiberwiesen werden soll? Die vierteljahrliche Verzinsung ist 1%.

Aufgabe 67 3 12 2014

In einer Pensionszusage wird eine Rente iber 5000 € zu Beginn eines Quartals 10 Jahre lang
bezahlt. Welchen Betrag muss die Firma bei einem Jahreszinssatz von 5% am Anfang der
Rentenzahlungen fiir die Pensionsriickstellung (Barwert) einsetzen?

Aufgabe 68

in Unternehmen nimmt einen Kredit tiber 500.000 € zu 7% Zins auf. Der Kredit ist in fiinf
Jahren mit gleichbleibenden Tilgungsraten zu tilgen. Erstellen Sie den Tilgungsplan.

Aufgabe 69 3 15 7014

Ein Auto, das 57.000 € kostet, soll durch einen Kredit finanziert werden. Die Hausbank bietet
einen Kredit, der in zwei gleich hohen jédhrlichen Tilgungsraten zuriickzuzahlen ist, mit fol-
genden Konditionen an: Zins p.a. 8%, Auszahlung 90%. Wie hoch ist der Effektivzinsfuf fiir
den Kredit?

Eine GmbH nimmt einen Kredit iiber 2.000.000 € zu 10% Zins auf, der mit gleichbleibenden
Tilgungsraten in 20 Jahren zu tilgen ist. Berechnen Sie

a) die Restschuld am Anfang des 10. Jahres,
b) die Restschuld nach 15 Jahren,
¢) den Zinsbetrag im 12. Jahr und
d) die Aufwendungen im 18. Jahr.

Aufgabe 71 3.12.2014

Eine Anleihe von 1.000.000 € soll mittels gleichbleibender Annuitit zu 7% verzinst und in-
nerhalb der nichsten 5 Jahre getilgt werden. Wie gestaltet sich der Tilgungsplan?

Aufgabe 72 3 15 5014

Nach 20 Jahren betrigt die Restschuld eines Annuititenkredits, der zu 8% verzinst wird,
eine Gesamtlaufzeit von 25 Jahren hat und mit gleich hohen Annuititen getilgt wird, noch
37.403,27 €. Erstellen Sie den Tilgungsplan der letzten 5 Jahre.

24


ste
10
3.12.2014

ste
10
3.12.2014

ste
10
3.12.2014

ste
10
3.12.2014

ste
Pen

ste
Pen

ste
10
3.12.2014

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
10
3.12.2014

ste
10
3.12.2014

ste
10
3.12.2014

ste
10
3.12.2014

ste
Line

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen


Losung zu Aufgabe " 69

:M und T:E und 57.000 =S - 09*£+£
2 q ¢
= A4;=S:1/2+5:0.08=5:0,58
und Ay =581/24+5-1/2:0,08=5:0,54

= §:09=

51058 50,54

508,50
q G

0,58 054

0.9 "0

S84 VA 149054 (11612 (>0 OK)

2.90 S . (<0)
= ix01612=16,12%

= q

= qi2=

Losung zu Aufgabe 7 f )
a) Rio = 100000+ (20~ 10 + 1) = 1.100.000
b) Rys = 100.000- (20 — 16 + 1) = 500.000
©) Zi2 = 10000020 — 12+ 1) -0, 1 = 90.000

d) Aig =1+ Zig = 130.000

Losung zu Aufgabe 7 { .
1,07-0,07
A = 1.000.000 - —~—— " x 243.890. 69
1075 —1
Jahr Ry Z T A

1 1.000.000,00 70.000,00 173.890,69 243.890,69
2 826.109,31 57.827,65 186.063,04 243.890,69
3 640.046,26 44.803,24 199.087,46 243.890,69
4 440.958,81 30.867,12 213.023,58 243.890,69
5 227.935,23 15.955,47 227.935,23 243.890,69

Lésung zu Aufgabe 7¢ 72

GegebenR,; = 37.403,27. Berechnung vors aus

i
fsu S S=I000 S A=Sq i

Jahr | Ry Zi Ty A

21 37.40327 2.99226 637562 9.367,88
22 31.027,66 248221 6.88566 9.367,88
23 2414199 193136 7.43652 9.367,88
24 16.70547 133644 803144 9.367,88
25 867403 69392 867395 9.367.88
26 0,08 0,01 0,08 0,09

Lésung zu Aufgabe 74

1,097 =1

1.09—

('5:1.097-(8- +I03)s964608

2w 1
e
AL q
&y A=S -;,;4, Q=
=37.003,0- 22 4055

=9167,89

= 9367.88
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Aufgabe 73

in festverzinsliches Wertpapier ist mit einem Kupon von 8 % p.a. und einem Riicknahmekurs
von 103 % nach 15 Jahren ausgestattet. Welches ist der Preis (Kurs) des Wertpapiers bei einer
Restlaufzeit von 7 Jahren unmittelbar nach der 8. Zinszahlung, wenn dem Erwerber eine dem
dann herrschenden Marktzinsniveau entsprechende Umlaufrendite von 9 % garantiert wird?

Aufgabe 74

Ein festverzinsliches Wertpapier ist mit einem Kupon von 7 % p.a. und einem Riicknahmekurs
von_102 % nach 15 Jahren ausgestattet.

a) Welches ist der Emissionskurs, wenn das herrschende Marktzinsniveau bei 8 % liegt?

b) Die Steigung des Emissionskurses bei diesem Marktzins betrigt C;(0, 08) = —812, 441.
Welches ist die modifizierte Duration?

¢) Welches ist die Elastizitit des Emissionskurses beziiglich des Marktzinsniveaus?

d) Wenn der Marktzins um Ai = 0,001 steigt: Auf welchen Wert sinkt Cp ndherungswei-
se?

Q\ufgabe 75

Eine Unternehmung will ein festverzinsliches Wertpapier emittieren, das dem Erwerber wih-
rend der 15-jahrigen Laufzeit einen Effektivzins von 9 % garantiert. Der Emissionskurs ist
96 %, der Riicknahmekurs 101%.

Mit welchem nominellen Zinssatz muss die Unternehmung das Papier ausstatten?

Qufgabe 76

Von welcher durchschnittlichen jéhrlichen Inflationsrate konnen Sie ausgehen, wenn ein Ka-
pital, das in zehn Jahren nominell 1000 € betrigt, dann einen Realwert von 900 € hat?
(Es wird angenommen, das der Betrag zuhause im Kleiderschrank lag.)

Aufgabe 77

Zu welchem konstanten jihrlichen Zins muss ein Betrag K, am 1.1.2008 angelegt werder:)
damit am 31.12.2011 die Inflation ausgeglichen wurde? Die jahrliche Inflationsraten der be:
treffenden Jahre seien dabei

Jahr 2008 2009 2010 2011
Inflation in % 3 2 4 5
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Aufgabe 78

1.1. diesen Jahres wurde ein Betrag von 2000 € zu 8 % jahrlich fiir 15 Jahre angelegt. Die
durchschnittliche Inflationsrate fiir diese 15 Jahre wird als 2,8 % angenommen.

a) Welche Kaufkraft hat der Betrag nach genau 5 Jahren Anlagedauer?

c) Welche Realverzinsung erzielt der Anleger durchschnittlich pro Jahr?

b) Welcher Realwert steht dem Anleger am Ende der Laufzeit zur Verfiigung? j

Aufgabe 79  10.12.2014

Gegeben sind die Funktionen fj, f, von einer reellen Variablen mit

4x + 1 x4 —3x3 4+ 2x2
flx) = —

X
2x—1° x—1

filx) =

Beantworten Sie die folgenden Teilaufgaben ohne Differentialrechnung:

a) Fiir welche x € R sind die Funktionen f;, f, definiert?

b) Zerlegen Sie fi additiv in ein Polynom und eine echt-gebrochen-rationale Funktion und
zeigen Sie damit, dass f; fiir x > % streng monoton fillt.

c) Zeigen Sie, dass f; fiir alle x > 2 streng monoton wichst.

d) Zeigen Sie, dass weder f] noch f, eine globale Extremalstelle besitzt.

Loésung zu Aufgabe 81

Aufgabe 80 10.12.2014

Gegeben ist die Funktion f mit

L/a) Fiir welche x € R ist f definiert? Ld'?ﬂ]_;:\ xuq w: ;Tjhj
) = 0g=[o;1]
Aufgabe 81 10.12.2014 JTrER G N €=
Gegeben ist die Funktion f* mit : i ':‘:; (‘D:
5 VAR AR BT ke i 3 o
fx)= V2In(—x). 5 -

a) Fiir welche x € R ist f definiert? : 1) >‘>{;\1«  =5 | das | awom
b) Zeigen Sie, dass f streng monoton fillt fiir x < —1. ‘

26
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Aufgabe 79 10.12.2014

Gegeben sind die Funktionen /. fa von einer reellen Variablen mit

sl x oo
) =3 ) =

Beantworten Sie die folgenden Teilaufgaben ofme Differentialrechnung:

a) Fiir welche x € R sind die Funktionen ;. f; definiert?
b) Zerlegen Sie J; additiv n ein Polynom und eine echt-gebrochen-rationale Funktion und
zeigen Sie damit, dass ;i fiir v > 4 streng monoton fill.

©) Zeigen Sie, dass /; furalle x > 2 sueng monoton wiichst.
d) Zeigen Sie, dass weder f, noch /; eine globale Extremalstelle besitzt

s Dp = RALRY | Dg =R}

2
by (4x4a):(zx-1) =2+ 735
"_(:A_L

“w ol s dento o ro
o gy dete gty

dto 'Llu-.o §lx)
¢ (x%-3a% 2xM) 2 (x-1) = K3-ax?
- (4 %)
-2xd4
- L-axde2x?)
°

fule) =x3-2xt = xb(x2)

falls x>2: 2¢x, < x,
DoexE & X' ol 0€X,-LL Kg-L

B at(xe) < xk (5ot

D fx) & fla)

D { ot sir. won. SU&*M £ xs2

d)  Bum filx) =
x2%
L
G folx) = 2020 = G Yoo Exr.
~too

"D ke &lcbako

E&Mw

10.12.2014

Gegeben ist die Funktion £ mit

Aufgabe 81

f(x) = ¥2In(=x).

a) Fiir welche x € R ist f definiert?
b) Zeigen Sie, dass / streng monoton fallt fiir x < —1.

%

a) f0= 2% -2
= D‘: (-w;o)
by X4 € Xy -

S e wel cxmx
B0 M ¢ 3% wd tlx)>tbx)so
@ z"?«k(-x.b z”"‘.&.(- %)

@ fix)> flx) ol .
o

Xa Xy
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Aufgabe 82 10.12.2014

Bei der Produktion eines Gutes wirken sich die mit steigenden Stiickzahlen gewonnenen Pro-
duktionserfahrungen kostensenkend aus. Die fiir eine Mengeneinheit (ME) des Produkts anfal-
lenden Stiickkosten k (in €/ME) hingen von der Gesamtproduktionsmenge x folgendermafien
ab:

k(x):a-xb mit a,beR, x>1

Es wird nun folgendes beobachtet:

1. Die erste produzierte Einheit verursacht Kosten in Hohe von 160 €.

2. Verdoppelt man die Produktionsmenge ausgehend von einer beliebigen Stiickzahl, so
sinken die Stiickkosten um 20% gegeniiber dem Wert vor der Stiickzahlverdoppelung.

a) Bestimmen Sie die Parameter ¢ und b der Funktion k.

b) Wie hoch muf} die Gesamtproduktionsmenge sein, damit die gesamten Produktionskos-
ten 80.000 € betragen?

Aufgabe 83

Bestimmen Sie alle Extremalstellen der Funktion

ohne Differentialrechnung.

fi[2m;27)—R  mit  f(x) =2sin (x - %) )

Autfgabe 84 10.12.2014

Untersuchen Sie die Funktion f : R — R mit

2x .
fir x <-3
x+3
) 3 fir x =-3
f(x) =
(x+2)2—-2 fir -3<x<0

In (¢*+2) fir x>0

auf Stetigkeit.

Lésung zu Aufgabe 8. 82

a) Aus 1. folgt:
k()=160=a-1"=a = a=160

aus 2. folgt:

In0,8

k(2)=0.8-k(1) =0.8-160 = 160-2> = b= =

27

~ —0,321

b) 8000 = K(x) = k(x) - x = 160 - x>*!
In0.8 — ,C\n(‘Zr;t;X) n0.8

= 500 =x'tnz = x =500nt6 x 9557,8
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Aufgabe 85 10.12.2014

Fiir welche Konstanten a, b € R ist die Funktion f : R — R mit

fx) =

fiir alle x € R stetig?

Aufgabe 86

a-e-|x|

x|
b-ex

Berechnen Sie fiir x/€ R folgende Grenzwerte:

c) li

x40 sin(2x)

x2—1

x2

3_2x?2—x+42

28
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Aufgabe 84 10.12.2014
Untersuchen Sie die Funktion / : R — R mit

20

i3 fir x <-3
Flo) = 3 fir x=-3
(x+272-2 fir 3<x=<0
n(e¥+2) | fir x>0
auf Stetigkeit. Sxey
£ ok shtiy { JLK&'&\{} 0} 15
da kamb:\aﬂ.{uc\\ sldu‘"- J
X221 G f)zue0” D L0} wield shdig
x A3 (;. X =-3
—_——
Akv-J-\th&
von wnle
o =3
-3
———re———F

x =0 %f(a}:(b-u)"-L =2 = f(0)
. LARS =
:-‘::f(x)ﬂ ta(e’™) =012 =2
= ful sld:‘a fuu x =0
wigeSamt: (ol skdiy f2 xe R\ {3}

Aufgabe 85 10.12.2014

Fiir welche Konstanten a, b € R ist die Funktion f : R — R mit
a-e-|x| fir x>-—1
flx) =

fiir alle x € R stetig?

e T P 1S .
G fig 1 7 FE0 = e kel s 1)

(2] ;—':4=A.tl~1('\ ab =1
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Aufgabe 88

Zeigen Sie mittels Zwischenwertsatz, dass
hat. Berechnen Sie die Losung mitte
giiltige Ziffern.

leichung cos x = x mindestens eine Losung
aschenrechner und Wertetabelle auf mindestens 3

Aufgabe 89

Fiihren Sie fiir die gebrochen-rationale Funktion f

(x=1D>(>+1)
eine Partialbruchzerlegung ddrch.

Aufgabe 90

Zerlegen Sie folgende rationale Funktionen ggf. jeweil additiv in ein Polynom und eine echt—
gebrochen-rationale Funktion und fiithren Sie fiir den echt—gebrochen-rationalen Teil eine
Partialbruchzerlegung durch:

2x3 —5x% —26x + 15/

A S T

b g = 22

o) h(x) =

DI = e

o k=T
Aufgabe 91

Geben Sie die groBte Menge D C R? an, auf der die F ion f: D — R mit

Gy ) # 0.0

0 fiir (x, y) = (0,0)

fx.y) =

stetig ist.

29
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Aufgabe 92

Ist die Funktion f : R? — R mit

fiir (x, y) # (0,0)
fiir (x, y) = (0,0)

im gesamten Definitionsbereich stetig?

Aufgabe 93

Skizzieren Sie folgende Vektorfelder:
a) f:[0,3] x [-2;2] — R?

ST_1 22 2 : _
b) g:[-1.3" >R 7y+1)

. Y x_
o) h:[-3,3?>R? , (x N y)

Aufgabe 94 10.12.2014

Gegeben sind die reellen Funktionen f, f>, f3 : R — R mit:
fikx) = X3Ux2+1

VxZ+x+1 fir x=20

X fir x <0

flx) = {

f3(x)

x—1

fir x <1

{ ¥2—2x+2 fir x=>1
e

a) Fiir welche x € R sind die Funktionen differenzierbar?
b) Berechnen Sie gegebenenfalls die Differentialquotienten.

30
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Aufgabe 94 10.12.2014

Gegeben sind die recllen Funktionen f;, 5, f2 : R — R mit:
i) = OV FI

% T HFx T fir xZ0

x fir x <0

f(x)

x2-2x+2 fir x=1
Ay =40 v =
e fir x <1

a) Fiir welche x € R sind die Funktionen differenzierbar?
b) Sie die Di i

far o ot diffbas {5 alle xe IR

{‘,‘= 3 \xEa ¢ &3~"ﬁ(&‘14)-“'~ﬁ
= 3;’"4&'\4 + x".L
V&tM'Va‘«
L (AP vl
= Yxtaa - 4
xtaa s (3x e

= x"‘\]x"m'(‘uj:'—‘)
foi ot Uxem\ fo} siff ba
x=o0 S‘Mi&kdi 1

51;\; fta=0# ‘l:\]non'=£‘::: {ml'-
b

~
D il wiokt Skfl'a ft:a Xx=0 ° x
D o\ miskt diffibos fo x=0 °

Ablid iy {i x #0

-% =
£ :{ﬁj_(x‘u‘n) (2x 1) {w x>0

fo xeo

{3t Sediphdt {2 x=11
on {1x) = €' %20 a2 Ppmz = 6l fin)
x24 x4
D ‘; 3“!’&, f:. X €

Kmich,
diffomzisba o x=1? f LA
= 1
, { W= fL x> l’s‘:...-
A) = =
iz () Dol fo. xaa x

G $00) =™ =% 21707 212 =l iy
x?9 EAE]

a.kh. {3"6‘ widdd
diffba f& x =1 ({i ol andewn x €I sduw)
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Aufgabe 95 10.12.2014

Die kumulierte Nachfrage y nach Videorecordern in Abhingigkeit der Zeit ¢t = 1 wird durch
die sogenannte Gompertz-Funktionsgleichung

y(@) = 107 =505
prognostiziert.

a) Skizzieren Sie die Funktion und geben Sie eine Interpretation.
b) Berechnen Sie die Sittigungsgrenze tlim ().
—>00
c) Zeigen Sie, dass die Anderungsrate der Nachfrage fiir alle # = 1 positiv und monoton
fallend ist.
d) Zeigen Sie auch, dass die Nachfrage fiir # = 3 elastisch und fiir # = 4 unelastisch ist.

Autgabe 96 1 1.12.2014

Fiir eine Einproduktunternehmung wurden in Abhingigkeit des Produktionsniveaus x > 0
die Kosten durch ¢(x) = 6x + 40 und die Preis-Absatz-Beziehung gemif p(x) = 30 — 2x
geschitzt.

a) Geben Sie die Gewinnfunktion g mit g(x) = x - p(x) — ¢(x) an und untersuchen Sie
diese Funktion auf Monotonie und Konvexitit.

b) Berechnen Sie den Bereich positiver Gewinne sowie das gewinnmaximale Produktions-
niveau.

c) Bestimmen Sie das Produktionsniveau mit maximalem Stiickgewinn.

Aufgabe 97 10 12 2014
Untersuchen Sie die Funktion f : R — R mit

fx) =5 (e*% (x—1)— 1)
auf Monotonie und Konvexitit.

Bestimmen Sie auBerdem alle Extremalstellen und Wendepunkte und skizzieren Sie den Ver-
lauf der Funktion fiir x = 0.

Aufgabe 98  10.12.2014

Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
f)=x*—2x3+1.

a) Berechnen Sie alle Extremalstellen und Wendepunkte.
b) Berechnen Sie die Funktion fiir x = —1, 0, 0.5, 1, 2 und skizzieren Sie f(x).
¢) Beschreiben Sie mit Hilfe von a) und b) das Monotonie- und das Konvexititsverhalten

der Funktion.
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Aufgabe 99

Verwenden Sie die Definition des Differentalquotienten, um jeweils die 1. Ableitung folgender
Funktionen zu bestimpaen:

Aufgabe 100

Bei konstanter Temperatur 7 ist der Dru
Beziehung

in Abhingigkeit vom Volumen V durch die

nRT an?
V—nb V2
gegeben. Dabei bezeich#en a, b, n und R Konstanten. Berechnen Sie %,

Aufgabe 101

Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen f; : R D D — R:

a) fa(x) = (
b) fp(x) = x7
) felx) Zx¥

Aufgabe 102 17.12.2014

Eine quaderformige Kiste, deren oberes Ende gedffnet ist, soll aus einem quadratischen Blech
mit der Seitenlinge a hergestellt werden. Dazu werden an den 4 Ecken des Blechs jeweils
gleich groBe Quadrate mit Seitenldnge x ausgestanzt und die so entstandenen 4 Seitenrecht-
ecke hochgeklappt um die Kiste zu formen. Wie grofl muss x sein, so dass das Volumen der
entstandenen Kiste maximal wird?

Aufgabe 103

Ein zylinderfomiger Olbehilter soll einen Liter Fliissigkeit fassen. Der Behilter ist oben und
unten komplett geschlossen. Wie miissen Hohe und Radius dimensioniert sein, so dass mog
ichst wenig Material verbraucht wird?
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Losung zu Aufgabe 9 Q4

filx) = x* - VX2 + List x € R, da differenzier-|
barer Funktionen.
_ 4xt 4322
() =32V L xt s (W2 1) =1
Fi) (1) N

VXTEx 1 fir xz0
x <0

fir x ist stetig differenzierbar fiir # 0

o =]
12 -%. ar x
= ey = a0 Ex D72 Qe ) fr x>0 i erig differenzierbar fiie # 0
1 fir x <0
Noch zu betrachten: = 0. Firr Differenzierbarkeit ist Stetigkeit vof Voraussetzung:
lim ) =0

IiTn HO=V0ET0+1 = 1 } = f2(x)ist nicht stetig fiirx = 0

= f>(x) ist nicht differenzierbar fix = 0

Analoge Uberlegung bef; (x) fiihrt zu stetiger Differenzierbarkeit fiir # 1

ﬂf,’(x}:{ 371—2 fir x>1

fir x <1
h;n frlx) ="t =1
i Ly ! |
Zur Stetigkeit bei = 1 h\‘m, A =120 142 = 1 = f3(x)ist stetig firx = 1

im ) =€ =1

Diff.barkeit : Tiﬁ; A =2-1-2 = 0 } = fa(x)ist nicht diff.bar fir x = 1
X\I‘J T N

Lésung zu Aufgabe 9 95

a)

110
10

0,610

0.2:10

1 345 e

b) lim y() = fim_ 107653 = 107, "m) _ 1g7. 50 = o7

)

Yo 107.e5G)".

o) =—== o
ORT=)

= 0,(1) ist monoton fallend, den(it)" ist monoton fallend.

d)ey() =1-0y(t) =1-5-In2- (1)
Damitiste,(3) = 3-5-In2- (1)’ ~ 1.299 unde, (4) = 4-5-In2- (4)* ~ 0.866.

‘
AuBerdem gilt fir die Ableitungs/ (1) = 5-In2- (%) (1=1In2) =52 (3)' - (75 —1)
o

73 ~ 1,44, damitiste} (1) > 0 (streng monoton steigend) fiir< 1,44 unde;, (1) < 0 (streng
monoton fallend) fiir > 1,44, Damit gilt, dae, (1) ~ 1,7 > 1 unde, (1) fir 1 < < 1,44
steigt, dann bis = 3 fallt mit ¢,(3) ~ 1,299 > 1, dassy(r) im Bereichvonl = = 3
elastisch sein muss.

Andererseits ist, (4) ~ 0,866 < 1 unde, (1) fallt fir 1 > 4. Damit isty(¢) unelastisch fur
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Losung zu Aufgabe 9 96 Losung zu Aufgabe 9 Q7

) g(1) =0 xyp=+6+36-20=6+4= { ]20
=> wegen str. Konkavitatg(x) > 0 fur 2 < x < 10.
Maximaler Gewinng’(x) =0 < x = 6undg”(x) = -4 <0
= g(6) = 267 +24-6-40 = ~72 + 144 - 40 = 32

Aligemein gilt: £'(x) = $e7¥(3 — x). Damitist f'(x) > 0 (f str. mon. steigend) fiir < 3 und
J'(x) < 0(/ str. mon. fallend) fiirc > 3. Also istx = 3 ein globales Maximum mit
« Das Produktionsniveau ist nicht negativz 0 @) =5(15 2 1) ~ 2,77,
« Fir die Kosten giltc(x) = 6:
« Fir den Preis giltp(x) = 30 - 2x £7(x) = Se¥(x - 5). Damitist /(x) > 0 (/ streng konvex) fir > 5 und f”(x) < 0
) (f streng konkav) fur < 5
a
2(x) = x- p(x) —e(x) = x - (30 — 2x) — (6x + 40) = —2x + 24x — 40 T Wortcwmbbla. o
e —|_ak L >0 firx <6 str. mon. steigend i i NN
=g ==ty 424 = 4(6=x) { <0 firx > 6 str.mon. fallend A 1
= g"(x) = =4 = g(x) konkav¥ x > 0 0 -10
1 2,76
2 —
3
5

¢) Firden Stu:kgewmn gllh(») g(x)/x = =2x 424 —40/x
Damit: /'(x) = -2 + . Extremum beix wenn/'(x) = 0, also Ty 98
Db =0 o v e VB~ k45 i
I'(x) = =222 = —80x~3 < 0 (filr x > 0), also streng konkav. Damit i8(~/20) ~ 6, | a)undc) b)
globales Smckgewmnmaximum o)

f1(x) = 4x3 = 6x2 = dx%(x —3/2)

]

. |

und damit ) |
/

fr(x) = 12x(x = 1)

Also gilt fiir das 3

>0 firx>3/2 «
str. mon: steigend

S =1 =0 firxe{0.3}
<0 firx e (=00:3)\ {0}
str. mon. fallend

Fir das Krammungsverhalten gilt

omchy § 7 0 fir x> Livxic 0l sit komex
)=
<0 fir 0<x<l1 str, konkav.

Damitist f(3/2) ~ ~0, 6875 ein globales Minimum,/(0) = 1 eine Terasse und(1) = 0
ein Wendepunkt
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Aufgabe 104 17.12.2014

Im Folgenden bedeutet u : Ry — R den Umsatz u(x) in Abhéngigkeit von der verkauf-

ten Stiickzahl x und k : R4y — R die Produktionskosten k(x). Umsatz und Produktions-

kosten seien stetig differenzierbar. Daraus leitet sich die Gewinnfunktion g : R — R mit
dk

g(x) = u(x) — k(x) ab. Die Ausdriicke % und §* bezeichnet man als den Grenzumsatz be-

ziehungsweise die Grenzkosten beim Produktionsniveau x. Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Maximaler Gewinn entsteht (sofern er existiert) bei einem Produktionsniveau x, bei dem
Grenzumsatz und Grenzkosten iibereinstimmen.

b) Beim Produktionsniveau x mit den niedrigsten Stiickkosten (sofern es existiert) sind die
Stiickkosten und die Grenzkosten gleich hoch.

Aufgabe 105

Zwei Massen hiingen nebeneinander an zwei Federn und hab
vertikale Position

Abhingigkeit der Zeit ¢ die

s1(¢) = 2sint  und—75,(¢t) = sin(2¢)
a) Zu welchen Zeitpunkten ¢

b) Wann ist im Zeitinte

aben die Massen die gleiche Hohe?
[0; 277] der Abstand der Massen am groften?

sin(2t) = 2sint - cost und cos(2t) = 2cos?t — 1

Aufgabe 106

Verwenden Sie das Newtonsche Verfahren,
mit einer Abweichung von maximal
angegebenen Punkt x¢:

eweils eine Nullstelle folgender Funktionen
~> zu finden. Starten Sie das Verfahren jeweils im

Aufgabe 107

Berechnen Sie mit Newtons Verfah
und g(x) = tanx im Intervall

en Schnittpunkt der beiden Funktionen f(x) = 2x

Aufgabe 108

Suchen Sie mit der Newtonschen Me
vom Startpunkt 2 aus. Warum

€ die Nullstelle ¥ = 1 der Funktion f(x) = (x—1)*°
eitet das Verfahren in diesem Fall so schlecht?

Aufgabe 109

Berechnen Sie den Wert von sin(%)
4 Stellen nach dem Komma

s Taylorpolynom im Entwicklungspunkt xo = 0 auf
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Aufgabe 110

Fiir welche x € R konvergieren die Potenzreihe;

(X)), (gn(x)) mit

| am =Y i
i=0
Aufgabe 111

Zur Funktion f : R — R mit f(x) =
der Stelle xo = 0 sowie den Konve;

estimme man die Folge der Taylor—Polynome an
nzradius dieser Folge.

Aufgabe 112

Berechnen Sie im Entwicklungspunkt O die PotepZteihen von

a) In(1 + x)
b) V1+x

(Hinweis: Der Konvergep#radius ist in beiden Fillen gleich 1, muss aber nicht berechnet wer-
den)

Aufgabe 113 17.12.2014
Gegeben ist die Funktion f : R — R mit

1) f(x) = a®>x*>—2a°x +1.

a) Mita € R ist zunichst eine Konstante charakterisiert. Bestimmen Sie alle lokalen und
globalen Extremalstellen von f in Abhingigkeit von a .

b) Setzen Sie a = x in der Funktionsgleichung (1), und geben Sie die daraus resultierende
Funktion g : R — R in Abhingigkeit von x an.

c) Diskutieren Sie das Monotonie- und das Konvexititsverhalten von g .

d) Berechnen Sie die Funktionswerte g(—1), g(0), g(0.5), g(1), g(1.5), g(2) und skiz-
zieren Sie die Funktion.

fizy=x"-2x>4 4
£y s bx®- 62l = 4yt x- 34,)

o %
t v
' ----o0---o44++

£

34
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Aufgabe 104

Tm Folgenden bedeutet u : Ry — R den Umsatz u(x) in Abhingigkeit von der verkauf-
ten Stiickzahl x und k : R+ — R die Produktionskosten k(x). Umsatz und Produktions-
Kosten seien stetig differenzierbar. Daraus Jeitt sich die Gewinnfunktion g : R — R mit
8(x) = u(x) — k(x) ab. Die Ausdriicke % und $ bezeichnet man als den Grenzumsats. be-

i ise die G beim P x. Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Maximaler Gewinn entsteht (sofern er existiert) bei einem Produktionsniveau x, bei dem
G und G il insti

b) Beim Produktionsniveau x mit den niedrigsten Stiickkosten (sofern es existiert) sind die
Stiickkosten und die Grenzkosten gleich hoch.

oy gt max. fiux D l'(")""
D %‘la-\ =W ) -6 (<) =0
@ Lx) = R0
by stichhosbun 1 $(x) = B = pa
S(x) aminimol P
3'x) 202 b2 () K ) < (1) T
= h:::) &l&) = &(x) =R ()
———

Siwrjs.- Gremtfioske.
Fosle..

Aufgabe 102

Eine quaderformige Kiste, deren oberes Ende geoffnet ist, soll aus einem quadratischen Blech
mit der Seitenlinge a hergestellt werden. Dazu werden an den 4 Ecken des Blechs jeweils
gleich groBe Quadrate mit und die so

ecke hochgeklappt um dic Kiste zu formen. Wie groff muss x sein, so dass das Volumen der
entstandenen Kiste maximal wird?

Vix) = (o.-lx)e x = ate-vaxs b
~—~—
Grusdflache
\I(&\ at-8ax+11x" = 0
%y, = 2 (g0t (6ka* -tz )

Y, —v htia anr
sXat¥aza- {

Vi) =-Radtux v"(%ﬁ:-m«uo
=N x =%a &l Maxiswumn

‘:’;_) t max %loko.l,da Dvﬂ’ %,]
Rown, Q' olew
fevne m,luea«)

( oex
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Aufgabe 113 q"er=azat=11x = 122 (&-1)
Gegeben ist die Funktion f : R — R mit

xco t 8"50 t sir. Rouvex
M) J) = @ -2a’x + 1. 0¢x&a * R0 : sir. Ronho
231t g"s0t sir. Rowvex

a) Mita € R ist zuniichst eine Konstante charakterisiert. Bestimmen Sie alle lokalen und
globalen Extremalstellen von f in Abhiingigkeit von a .

b) Setzen Sie a = x in der Funktionsgleichung (1), und geben Sie die daraus resultierende Plot
Funktion g : R — R in Abhiingigkeit von x an.

) Diskutieren Sie das Monotonie- und das Konvexititsverhalten von g .

d) Berechnen Sic die Funktionswerte g(~1). g(0). g(0.5). g(1), g(1.5). g(2) und skiz- K
zieren Sie die Funktion.

LY {'(&) = 2otx-la* = Ln}(&-ﬂ) =0 () x=1
(Foh az0 it lc.».&uulta : f(xy=4)
@)= 20 = k=1 Bl g wek ghbals

Minimumn

by %(g):a"-Lx"u
g (Lg)“'&&s-‘x\ = 4xt(x-%)

xc0t g'¢o ) g sir aon (alldd

oex tY, 8“’ =2 d 10 05 05 1o~_ 15 /20
x>Y g0 D shiguedl
AN ° % )% 0

T
Min. Lal.u)
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Aufgabe 114

Warum gilt der Satz von Schwarz bei folgender tion f : R? — R mit

fir (x,y) =0
xy?—xy

sonst
x2 + y2

im Nullpunkt (0,

Aufgabe 115

Bestimmen Sie alle Extremalstellen der Funkti :R3 - R mit

3, 2 2 2
flx,x Xi 4+ x5 = 3x7x + x5 .

Aufgabe 116

Fiir ein Produkt, das ein monopolistischer Anbieter auf den Markt bringen mochte, gelte die
Preis-Absatz-Beziehung

x = 100—-p+ /7,

wobei p den Preis, x die Absatzquantitit und ¢ di
Produktionskosten durch

erbekosten bezeichnen. Ferner sind die

c(x) =740x + 500
gegeben.

a) Skizzieren Sie in der

b) Man berechne den/Preis p, das Werbebudget ¢ und die Absatzquantitit x so, dass der
Gewinn lokal maximal wird, und gebe den maximalen Gewinn an.

74)-Ebene die Punktmenge, die zu einem positiven Preis fiihrt.

Aufgabe 117 17.12.2014

Bestimmen Sie zur Funktion f : R? — R mit
fx,y) = x> =x%>-In(y*+1)—3x

a) den Funktionswert f(—1,0),

b) den Gradienten,

¢) die Hesse—Matrix,

d) alle Nullstellen des Gradienten,

e) die Definitheitseigenschaft der Hesse—Matrix in jeder Nullstelle des Gradienten,
f) eine lokale Maximalstelle.
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Aufgabe 118

Bei wellenformigen vertikalen Auslenkungen w € R in
eindimensionale Wellengleichung

hingigkeit der Zeit ¢ € R gilt die

Dabei bezeichnet ¢ € R die Ausbreitunggg€schwindigkeit der Welle und x € R den hori-
zontalen Abstand zum Ursprung. Zeiger Sie, dass alle folgenden Funktionen Losungen der
Wellengleichung sind:

a) w = sin(x + ct)
b) w = sin(x + ct) + c@8(2x + 2¢t)
¢) w = In2x + 2ct)
d) w =tan(2x —2
e) w = 5cos(3x + 3ct) +e¥ !

Aufgabe 119

a) Bsseiz : R2 D D — R mit (x,y) — z(x, y) eine stetig partiell differenzierbare
Funktion mit maximalem Definitionsbereich. Bestimynen Sie g—i im Punkt (x,y,z) =
(1,1, 1), wenn fiir z gilt:

z4+3x=-29z=0

b) Esseiauch x : R2 > D — R mit (y,
Funktion mit maximalem Definiti
(1,—1,-3), wenn fiir x gilt:

— x(y, z) eine stetig partiell differenzierbare
Sbereich. Bestimmen Sie g—’z‘ im Punkt (x, y,z) =

9
xz+ylnx — ;= 0
Aufgabe 120 17 12 2014

Berechnen Sie alle Extremwerte der Funktion f : (0; 00)? — R mit

f(x.y) = xy +2x —In(x?y)

Aufgabe 121 17.12.2014

Bestimmen Sie die absoluten Maxima und Minima der folgenden Funktionen:

a}—#——[ﬁ-ﬂ [—'X ?]—»TRmif f(x \1\—\/24-‘1‘\7—0—\72—6)(;

b D R-it—D It 2 . e 2 Aol AN
B a1 (G s ey g pa e B2 AT ) A

—7¢) h:R* > Rmith(x,y) = x* + 2y? + 2xy

36
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Autgabe 117 17.12.2014

Bestimmen Sie zur Funktion / : R? — R mit

flxy) = x*—x?

a) den Funktionswert f(—1,0),
b) den Gradienten,

©). die Hesse-Matrix,

d) alle Nullstellen des Gradienten,

SIn(y?+1) = 3x

¢) die Definitheitseigenschaft der Hesse-Matrix in jeder Nullstelle des Gradienten,

f) eine lokale Maximalstelle.

oy f(=1,0) = (-4)’-(-1)"»&@0;1\)- 3 (-1
S -1-0¢3 =2

b - 3x'x
R o (’{,:;"(

302)

9wy (i’;'::;ﬁs;-« by @;.;r <)

NR: (&” Sty teayt
~a(- 7-\ Tagh

zy- %4 (% 41) 1]
9 g

Lgten)™

(a‘ﬂ\"

&) f"o wun x‘oa&.:‘:o

Falls x=0 D f,lo,y

)==3  (fin Extrtomum
wdlicds §. x =0)

Falls yzo D fa(x,0) =3x*-0-3 20 D x =11

wei Kaudi dote, *

(-1lo), (+4]0)

e) “((-1l°)=( -1.‘ ’BM-QR; 1120

D ("‘ /o) ot Mo.xmm
f s

6 0
U Gafo) = (, -L) D det Hy=-12¢0
D 1[0) ot o Saticlpubd

Aufgabe 120 17 12 2014

Berechnen Sie alle Extremwerte der Funktion / © (05 0)% — R mit

f(x. ) = xy +2x —In(x?y)
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Aufgabe 117

Bestimmen Sie zur Funktion f : R? - R mit
fxy) = x*—x2-In(y>+1)—3x
a) den Funktionswert f(~1.0),
b) den Gradienten,
©) die Hesse-Matrix,
d) alle Nullstellen des Gradienten,

©) die Definitheitseigenschaft der Hesse-Miatrix in jeder Nullstelle des Gradienten,
f) eine lokale Maximalstelle.
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Augsburg — Wir

Prof.Dr. Stefan

Aufgabe 122 17122014

Eine Funktion f : R” — R heifit homogen vom Grad m € N, wenn fiir jedes x € R” und
t € R die Gleichung f(tx) = t™ f(x) erfiillt ist. Zeigen Sie: Ist f : R” — R homogen vom
Grad m, so gilt

(VSN - x =mf(x)
. .. . dg e 7 . .
(Hinweis: Berechnen Sie ‘£ fiir g(¢) = f(tx), indem Sie x als konstant ansehen)

Aufgabe 123 S S

Bestimmen Sie die Stammfunktionen der Funktionen fi, f>, f3, fa, fs mit:

1 2
filx) = 2x+7+—2—cosx+e_2x
X X
f(x) = (x*+x)cosx
x2—1
= ——— fi =1,2
AW = g o
1
) = —
x3—x

fs(x) = xver +1 .e*

Aufgabe 124

Fiir die in Aufgabe 123 angegebenen Funktionen berechne man

2 5 —4
1/fl(x)dx, !fz(x)dx, _[ﬂ(x)dx.

Aufgabe 125

Man berechne die bestimmten Integrale

2r 2w
/xsinxdx, /\xsinx\ dx
0 0

und interpretiere die erhaltenen Ergebnisse.

37
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2014115 -

fur BW und IM - - Wi

Augsburg ~ Wir

Prof.Dr. Stefan

Aufgabe 126
Gegeben sei eine Grenzkostenfunktion
3-4/x fir x€[0,100]

¢'(x) = { 30 fir x € [100, 400]

f/ig fiir x e [400, 900]

Die fixen Kosten betragen ¢ (0) = 1000.

Bestimmen Sie dazu eine stetige Gesamtkostenfunktion ¢ (x) und berechnen Sie die Gesamt-
kosten fiir x = 100, x = 150 und x = 625.

Aufgabe 127

Der momentane Umsatz eines Produktes zum Zeitpunkt 7 sei durch
die Funktion u : R4 — R, mit

u(t) = 1000(t + 1) e~ 2

gegeben.

a) Skizzieren Sie die Funktion u im Planungszeitraum [0, 10] und berechnen Sie den Ge-
samtumsatz in [0, T'] .

b) Ermitteln Sie den Gesamtumsatz fiir 7 = 10 und 7 — oo .

38


ste
10
17.12.2014

ste
pen

ste
pen

ste
pen


Aufgabe 122 17.12.2014

Eine Funktion f : R" — R heiBt homogen vom Grad m € N, wenn fiir jedes x € R” und

1 € R die Gleichung f(tx) = ™ f(x) erfiillt ist. Zeigen Sie: Ist £ : R” — R homogen vom
Grad m, so gilt

V)T -x =mf(x)

(Hinweis: Berechnen Sie & fiir ¢(1) = f(tx). indem Sie x als konstant ansehen)

T
Vx = (“‘;x“ Qf"‘o‘lq". .{x“x“
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Aufgabe 128

Fiir ein Produkt sollen die Kosten- und Umsatzentwicklungen in Abhingigkeit der Zeitz = 0
betrachtet werden. Dabei wurden fiir die Verdnderung der Kosten k (¢) bzw. des Umsatzes u(t)
die Beziehungen folgendermaf3en ermittelt:

dk(t) 100 du(t) 1000

k(l)=—dl = bzw. u'(t) = @ T2

firalle =0

a) Zeigen Sie, dass die Kosten k(¢) und der Umsatz u(¢) fiir # = 0 monoton wachsen,
wihrend der Gewinn g(¢t) = u(t) — k(¢) fir t = 9 monoton wichst und fiir r = 9
monoton fillt.

b) Berechnen Sie die bestimmten Integrale

9

9
ko = /k’(t)dz, Uy = /u’(t)dz, g0 = o —ko
0 0

und interpretieren Sie diese Ergebnisse.

c) Zeigen Sie, dass es eine obere Integrationsgrenze z = 9 mit g, = 0 gibt (keine Berech-
nung erforderlich).
Aufgabe 129

Fiir den Verlauf des Absatzes y(¢) eines Produktes in Abhéngigkeit der Zeit > 0 wird die
folgende Beziehung angenommen:

d%’)zi.y(z)-(a—y(z)) mit  y(c) € (0.a) V1 M
a

a) Formen Sie diese Gleichung in eine Integralgleichung der Form

[eorar = [ roa

um und berechnen Sie daraus eine Funktion y(¢), die Gleichung (1) erfillt.
b) Bestimmen Sie y(¢), wenna = 100, ¢ = 1 und y(0) = 50 gilt.

c) Skizzieren Sie die in b) erhaltene Funktion und interpretieren Sie Gleichung (1) mit
Hilfe Ihrer Skizze.
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Aufgabe 130

Fiir die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a und b gilt:
X2 y?

- b72:1 mit X,yER
a

Berechnen Sie das Volumen eines Fasses, desen Form durch die Rotation einer Ellipse um
ihre grofle Achse entsteht, wobei die Polkappen des Rotationskorpers senkrecht zur Drehachse
abgeschnitten werden. Die Hohe des Fasses sei 12 dm, sein grofiter Durchmesser 12 dm und
der Durchmesser der beiden Bodenflachen 10 dm.

Aufgabe 131
Bestimmen Sie die allgemeine Losung folgender Differentialgleichungen:
a) xy' =4y +x°
b) y' =y -tanx —2-sinx fir —n/2 <x <7/2
c) x2y' =1—yfirx <0
d) xy'=—y+e*firx >0
e) y=—y+xe*+1

Aufgabe 132

Bestimmen Sie die Losungen der angegebenen Anfangswertprobleme:

a) y' =2xy+x, y0) =1
1
b) y=——y+x-1 y2)=0
1—x
) (x+ 1)y =—x+2)y+2-sinx, y0)=2
) =2+x2 y)=1
X

ey =2xy+1, y0)=0
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