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Wirtschaftsmathe fiir BW und IM — Aufgabensammlung
Wintersemester 2014/15
Prof. Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augsburg

Aufgabe 1

Losen Sie in den nachstehenden Aufgaben die Klammern auf und fassen Sie soweit wie mog-
lich zusammen:

a) (3s 4+ 2t)(4s —3t)(5s —Tt)
(5a —2b)(5a + 2b)  (Ta —3b)(Ta — 3b)
2502 —4b2 4942 + 92 — 42ab
©) 8x — (x 4 ((3x —2y) — (5x + 3y)) — ((=x + 6Y)))

b)

Aufgabe 2

Wenden Sie die binomischen Formeln zur Vereinfachung folgender Ausdriicke an:

9g? — 2b?

a) 2L 207
3v2a —2b
s2—12

b - @@

) 252 + 4st + 212
c) a’x* —2ayx?b? + b*y?
d) (ny - 1)(—1 - 4/xy)
e) 4a + 12~/ ab + 9b

Aufgabe 3

Vereinfachen Sie unter Anwendung der Rechengesetze fiir Wurzeln bzw. Potenzen:

2) \/(x?)*

b) i/ 16xy4 3\/4)(2)12
[.3
s|x

c) 0

d) Vaa*x? - Vaix

Aufgabe 4

Berechnen Sie x aus den folgenden Beziehunglen:

a) 3-logx =1log1024 —log 16
b) logx = %(log 250 + log 15 — log 30)

~ (Seite 2 von 40)

2014115 -

fur BW und IM - - Wi

Augsburg ~ Wir

Prof.Dr. Stefan

o In(x2)—2Inx
In(x +1)
d) e* = e . 50000

Aufgabe 5
Gegeben sind die Zahlen

i 1

X,'S
yi 2

W W[ N
NI NS IOV
—_—= s
S AN | W

Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke:

5 5 5

5 5 5
in Z (xi + i) inyi in Z)’i Z (ixi i)’f)
i=1 i=1 im1 1 im1

i=1 i=1 i

Aufgabe 6

Schreiben Sie die folgenden Summen unter Verwendung des Summenzeichens:

a) 24+4+6+8+10+12
L 23,4, 5,67
27374576738

) 44+74+104+13+16+194+22425428

Aufgabe 7

Gegeben sei der Ausdruck Z;’;l a;. Die Indizierung des Ausdrucks soll nun so verdndert wer-
den, dass die untere Summationsgrenze i = k lautet, und trotzdem die gleichen Summanden
addiert werden.

Aufgabe 8

Berechnen Sie die Summe
1
Z (k—Dk -~

k=2

Hinweis:

|

1 _ 1
k—1Dk — k-1
Aufgabe 9

Losen Sie folgende Gleichungen:

a) —5x2+3x+9=0
b) 2x2—4x+10=0
) x24+7x+1225=0 2
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Aufgabe 10

Gegeben seien die Aussagen

A: Das Auftragsvolumen im privaten Wohnungsbau steigt
B: Der Hypothekenzins fillt.

Bringen Sie die Aussage B = A verbal auf die Form

a) Wenn ............ ydann ...l

b) ol folgtaus ............

C) i impliziert ............

d ... ist notwendig fiir ............

€) i ist hinreichend fiir ............
Aufgabe 11

Gegeben sind die Aussagen:

Aj : Die Lohne steigen.
A, : Die Preise steigen.

Formulieren Sie die Aussagen:

A: Ay = A,
Bl : Al A A2
BzZ A1 A Aiz
B3 : T] A Aiz
By T] \ A2

Aufgabe 12

Gegeben sind die Aussagen aus Aufgabe 11:

Uberpriifen Sie mit Hilfe von Wahrheitstafeln, welche der Aussagen
A= B, Bi=A, A< B;, (i =1,2,3,4)

stets (also unabhingig von den Wahrheitswerten der A; ) wahr sind.

Aufgabe 13

Gegeben seien die Aussagen A, B, deren Negationen mit A, B bezeichnet werden. Zeigen
Sie, dass die verkniipfte Aussage

(AVB)A(AAB) < (AAB)V (B AA)

stets wahr ist.
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Aufgabe 14

a) Gegeben sei die Aussage P(x) : , Der Angestellte x einer bestimmten Firma ist mit
seiner Position zufrieden.
Interpretieren Sie die Aussagen

pP@). Y P PO,

M P(x), A P(x), M P(x)

b) Gegeben sei die Aussage A(x) : ,, Die reelle Zahl x erfiillt die Gleichung x* +1 = 0.
Welche der All- und Existenzaussagen

AAX), A A, A A,

VAR, v ARX) Y Ax)
sind wahr?

Aufgabe 15

Fiihren Sie zur Bestidtigung der Aussage

Il
S

(@a+b)?=4ab = a

einen direkten Beweis.



~ (Seite 5 von 40)

2014115 -

fir BW und IM - - Wi

Augsburg — Wir

Prof.Dr. Stefan

Aufgabe 16

Auf einem quadratischen Spielfeld mit 8 x 8 Feldern wurden geometrische Elemente in Form
von kleinen und grofSen Quadraten und kleinen Dreiecken folgendermaBen angeordnet:

oben

unten

AuBerdem sind fiir geometrische Elemente x, y, z auf dem Spielfeld folgende Aussagen definiert:

O(x): ,,X ist ein Quadrat*
K(x): ,.X ist klein‘
U(x, y): ,»x liegt unterhalb von y*

V(x,y,z): ,x liegtauf der Verbindungsstrecke der Mittelpunkte von y und z*

Entscheiden und begriinden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind:

D VoW

bV (20 A KW)

o A (2w = kw)

(@0 r0m) =V (Vexn A 0E)

(
[(Q(X) AK()) = (/y\ (X = U(y,x)))}

ad A
x,y
e) A
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Aufgabe 17
a) Welche der Aussagen
(1-x)2=20 o x=1
x2<0 = (1-x)2>0
% <0 <~ x <0
x <0 - =150

ist fiir beliebiges x € R wahr bzw. falsch? Formulieren Sie jeweils eine kurze Begriin-
dung.

b) Beweisen Sie indirekt die Implikationen:

x+23Yx=3 — x =1 istdie einzige reelle Losung
1 1
=17 X+ = lxlz1

x2—4x4+320 = x=1vx23

Aufgabe 18

a) Von 450 Teilnehmern einer Mathematik-Klausur haben 300 Teilnehmer regelmifig die
Ubungen besucht. Insgesamt haben 20 % der Klausurteilnehmer die Klausur nicht be-
standen. Bei den Besuchern der Ubungen betrug die Durchfallquote nur 10 %. Beweisen
Sie die Richtigkeit der Aussage ,,.Die Durchfallquote der Teilnehmer der Mathematik-
Klausur, die die Ubungen nicht besucht haben, betrigt 40 %*.

b) Beweisen Sie die Richtigkeit der folgenden Aussage:

2x4 — 6x2 — 12x #£ 12 = x#3

x> 4+ X+ x = 0 < x=0

Aufgabe 19
Uberpriifen Sie mit Hilfe vollstindiger Induktion, fiir welche n € N die Aussagen
n
Ai(n): Y ivil = (4 DI-1
i=1

n

Ax(my: Y 270 = 2n—

i=1
Asz(n): nyn > n+4/n
Ag(n): n! > 2"
richtig sind. Dabei gilt n! =1-2-3-...-n und analog i! beziechungsweise (n + 1)!.

6
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Aufgabe 20

n verschiedene Punkte einer Ebene sind paarweise durch Strecken verbunden. Dazu wird die
Aussage

(*) A(n) : Die Anzahl der Strecken betragt % nn—1)

formuliert.

a) Beweisen Sie graphisch die Aussagen A(2), A(3), A(4).
b) Zeigen Sie mit Hilfe vollstiandiger Induktion, dass (¥) fiir n = 2 richtig ist.

Aufgabe 21
Die Fibonacci-Zahlen sind gemif der folgenden rekursiven Beziehung gegeben:
ap+1 = ap +ay— furn >2 mitag =0unda; =1
Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion fiir n € N die explizite Darstellung von a,:
(1+v5)" = (1-v3)’
2/

a, =

Aufgabe 22

Gegeben sind die Matrizen A, B, C sowie die Vektoren a, b mit

1 2345 2 -1 0
A=120412]), B=| -2 -1 -11].

31211 1 0 1

311 1 -2
C=1222], a= 0], b= 1

—
[\
w
|
—

-1

Priifen Sie, welche der folgenden Ausdriicke berechenbar sind, und berechnen Sie sie gegebe-
nenfalls.

a) (A+ B)a, e) abT A,

b) ABb, ) (a + b)bT,

©) (B+CTa, g) CAB,

d) BA(a +b), h) aTBTCh
7
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Aufgabe 23

Eine Unternehmung produziert mit Hilfe von fiinf Produktionsfaktoren Fi, ..., Fs5 zwei Zwi-
schenprodukte Z,, Z,, sowie mit diesen Zwischenprodukten und den Faktoren Fy, F,, F3
drei Endprodukte Py, P,, P5.

In den Matrizen A = (4ij)s,, B = (bir)s 3. C = (Cjk), 3 bedeute

a;; = Anzahl der Einheiten von F; zur Herstellung
einer Einheit von Z; ,

bix = Anzahl der Einheiten von F; zur Herstellung
einer Einheit von Py,

¢jx = Anzahl der Einheiten von Z; zur Herstellung
einer Einheit von Py .

a) Bestimmen Sie mit den Daten

1 21
, B:(z i 1), c=(3119)
112

den Vektor y € Ri von Produktionsfaktoren, der erforderlich ist, um eine Einheit von
Py zu fertigen (fir k = 1,2,3).

b) Welche Faktormengen braucht man, um den Endproduktvektor (30, 20, 30) zu realisie-
ren?

¢) Berechnen Sie mit den Vektoren

S

Il
—N O =N
—_0 = W=

T = (1,1, 2, 3, 1) fur die Beschaffungskosten
der Faktoren,

q" = (15, 20, 10) fiir die Produktionskosten
der Produkte,

pT = (40, 50, 40) fiir die Verkaufspreise
der Produkte,

die Gesamtkosten, den Umsatz und den Gewinn des Endproduktvektors (30, 20, 30).
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Aufgabe 24

Gegeben sind die folgenden Vektoren:

1 1 1
a = 21, b = by |, c = 1
3 3 3

Fiir welche b, € R gelten folgende Aussagen?
a) la+b—c| =3
b)  aund b sind orthogonal
¢) a— c und b sind orthogonal
d)  aTa =z bTh = Tc
e) (@+bm)Tb—-c)=-2

Aufgabe 25

Gegeben sind die folgenden Punktmengen € R? :

Mlzi(g)eRZ:xleN,xgle}

M, = (xi)eRZ:xle(o,l),xZ;o}
X1 2. — —
( )GR .X1+X2—O,X1X2—1$

M, = (x‘)eRz: x,;xg,ngo}

a) Man stelle alle Mengen graphisch dar und priife mit Hilfe der Zeichnung, welche der
Mengen offen, abgeschlossen, beschrinkt, konvex ist.
b) Welche der paarweisen Durchschnitte sind leer?
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Aufgabe 26

Eine Unternehmung mochte zwei Produkte in den Quantititen x;,x, = O herstellen. Zur
Verfiigung stehen 120 Einheiten eines erforderlichen Rohstoffes, ebenso 120 Arbeitsstunden
sowie 200 Minuten an Maschinenzeit. Den Bedarf an Rohstoffeinheiten, Arbeitsstunden und
Maschinenminuten pro Einheit der beiden Produkte entnehme man der Tabelle:

Rohstoff- Arbeits- Maschinen-

einheiten stunden minuten
Produkt 1 1 2 4
Produkt 2 3 2 2

a) Man gebe die Menge M aller produzierbaren Quantititen (2) S Ri an und stelle diese
graphisch dar.

b) Man bestimme alle Eckpunkte von M.

c) Man gebe alle produzierbaren Quantititen (2) € N2 mit x; = 30 an.

d) In welchem der Eckpunkte von M wird der Umsatz maximal, wenn fiir Produkt 1 bzw.
Produkt 2 Verkaufspreise von 2 bzw. 3 Geldeinheiten erzielt werden?

Aufgabe 27
Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen
2 -5 1 23 - _; } f
A= 3 -1 2|, B=|456], C= und
—6 1 7 8 9 > 0l
1 123
0 -1 2 01
-1 10 31
D = 2 -1 0 10
3 01 —-10
1 1.0 11

nach dem Entwicklungssatz und der Sarrus-Regel. Welche Implikationen resultieren aus den
Ergebnissen fiir die Ridnge der Matrizen A, B, C, D?

Aufgabe 28

Man berechne alle reellen Eigenwerte und die dazu gehorenden Eigenvektoren der Matrizen

1 00 210 1 2 1
A=|1 1 1), B=|120), C=1[2 1 -1
1 -3 1 0 0 1 1 -1 -2

10
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Aufgabe 29

Man bestimme eine symmetrische 3 x 3—Matrix, deren Eigenwerte und entsprechende Eigen-
vektoren wie folgt gegeben sind:

Eigenwert zugehoriger Eigenvektor

A= 1 a, 1, 0)
Ay = —1 1, -1, 0)
Az = 0 ©, 0, 1

Aufgabe 30

Eine Unternehmung bietet zwei Giiter an. Zwischen den Absatzquantititen x,, y, zum Zeit-
punkt 7 und x;41, y¢4+1 zum Zeitpunkt ¢ + 1 wird folgende Verbundbeziehung angenommen:

Xi+1 = 12x;, — 02y,
Vi1 = 0.05x, + Vi

Es soll untersucht werden, ob ein fiir beide Giiter gleichférmiges Absatzwachstum moglich
ist.

a) Man formuliere das Problem als Eigenwertproblem.

b) Man berechne Eigenwerte und Eigenvektoren und interpretiere die Ergebnisse.

c) Wie viele Zeitperioden benotigt man bei gleichformigem Wachstum in jeder Periode,
um eine Steigerung der Absatzquantititen um mindestens 100 % zu erreichen?

d) Wie konnte ein Ergebnis interpretiert werden, das keine reellen Eigenwerte enthalt?

11
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Aufgabe 31

Aus den Werkstoffen A, A, werden Zwischenprodukte A3, A4, As und Endprodukte Ag, A7
hergestellt. Die nachfolgende Graphik stellt die Verkniipfungen dar.

#e

®
i
®1©®

I

aij . N .
Die Pfeilbewertung a;; mit A; 4 4 ; gibt an, wie viele Mengeneinheiten von A; zur
Herstellung einer Einheit A; benotigt werden.

Wie viele Einheiten von Ay, A,, A3, A4 werden benétigt, wenn von As, Ag, A7 genau 50, 200,
120 Einheiten verkauft werden kénnen?

Aufgabe 32

a) Welche der folgenden Aussagen iiber lineare Gleichungssysteme sind wahr bzw. falsch?
(Begriinden Sie Ihre Antwort!)
a.1) Ein lineares Gleichungssystem mit 7 Gleichungen und n Variablen ist stets 1osbar.
a.2) Ein lineares Gleichungssystem mit # Gleichungen und n Variablen ist nicht immer
1osbar.
a.3) Wenn ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Variablen 16sbar
ist, dann ist die Losung eindeutig.
a.4) Ein lineares Gleichungssystem mit mehr Gleichungen als Variablen ist nicht 16s-
bar.
a.5) Ein lineares Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als Variablen kann ein-
deutig l6sbar sein.
b) Fiir ein lineares Gleichungssystem Ax = b sei die erweiterte Koeffizientenmatrix ( A 15)

durch
11204
01102
gegeben.

b.1) Geben Sie die allgemeine Losung des homogenen Systems (b = 0) sowie eine
spezielle Losung des inhomogenen Systems an.

b.2) Fiir welche a € R ist das gegebene Gleichungssystem 16sbar?

b.3) Gibteseina € R, sodass xT = (1,—1,2,1,0) das Gleichungssystem Ax = b

‘11) mit a €R
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10st?
Aufgabe 33

Die Abteilungen A;, A2, A3z eines Betriebes sind durch mengenmiBige Leistungen a;;
(i,j = 1,2,3) von A; nach A; gegenseitig verbunden. Jede der Abteilungen gibt ferner
Leistungen b; (i = 1,2, 3) an den Markt ab und hat sogenannte Primérkosten ¢; (i = 1,2, 3)
zu tragen. Gegeben seien folgende Daten:

0 10 10 by 40 cy 50
A= (a,-_,-)3’3 = 20 0 10 s bz = 70 N Co = 170
30 10 O b3 60 c3 60

a) Formulieren Sie mit den Variablen x,, x,, x5 fiir die innerbetrieblichen Verrechnungs-
preise ein lineares Gleichungssystem fiir ein innerbetriebliches Kostengleichgewicht der
Abteilungen A;, A, Az .

b) Losen Sie das Gleichungssystem von a) und interpretieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 34
Gegeben sind die beiden folgenden Gleichungssysteme:
(G1) x1 + x2 + x3 = 4 (G2) 3x1 + x2 + 2x3 = 3
X1 + x2 — x3 =0 X1 + x2 + x3 = 2
X1 — X2 + Xx3 = 2 2X1 + X3 = 1

a) Welches der beiden Gleichungssysteme besitzt keine Losung, eine
eindeutige Losung, unendlich viele Losungen?

b) Wie verindert sich die Losungsmenge von (G1), wenn die Gleichung
—Xx1 + X2 + x3 = 2 zusitzlich beriicksichtigt werden soll?

¢) Wie verindert sich die Losungsmenge von (G,), wenn die Gleichung
2x1 + x3 = 1 entfallen soll?

d) Bestimmen Sie fiir (G) und (G»), falls moglich, eine Losung mit x3 = 1.

13
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Aufgabe 35

Ein regionaler Markt wird von drei konkurrierenden Produkten P;, P,, P3 beherrscht. Be-
zeichnet man mit a;; € [0, 1] den Anteil von P;-Kaufern zum Zeitpunkt ¢ € N, der zum
Zeitpunkt ¢ 4+ 1 € N das Produkt P; kauft, so charakterisiert die Matrix

0,6 0,4 0
A = (aij)3z = 0,2 0,6 0,2
0 0,2 0,8

die anteiligen Kéuferfluktuationen zwischen den Produkten. Ferner beschreibt der Vektor
xI' = (0,5,0,5,0)
die Marktanteile der Produkte P;, P,, P3 zum Zeitpunktt = 1.

a) Interpretieren Sie die in A und x; enthaltenen Nullen.

b) Berechnen Sie die Marktanteile der Produkte zu den Zeitpunkten ¢ = 2, 3 und begriin-
den Sie die Marktanteilszuwéchse von P3 mit Hilfe von A.

c) Geben Sie eine stationire Marktverteilung an, das heiBt, fiir beliebiges r € N sind xT
und x7; = xT A identisch.

Aufgabe 36

Ein TeegroBhindler fiihrt drei Sorten Tee: Darjeeling, Nepal und Java mit den Anfangsbe-
stdnden x1, x5, X3 .

Der Lagerbestand zu Beginn der ersten Woche betréigt 32 Tonnen. Nach der ersten (zweiten)
Woche hat er 25 % (50 %) des Bestandes an Darjeeling und jeweils 20 % (40 %) des Bestan-
des an Nepal bzw. Java verkauft. Der Lagerbestand betrigt nach der ersten (zweiten) Woche
25 (18) Tonnen. Nach der dritten Woche hat er bei einem Gesamtlagerbestand von 5.2 Tonnen
noch Vorrite von 10 % Darjeeling und jeweils 20 % Nepal bzw. Java (im Vergleich zu deren
Anfangsbestinden).

a) Formulieren Sie ein lineares Gleichungssystem mit den unbekannten Variablen x;, x5, x3,
das alle gegebenen Informationen angemessen wiedergibt.

b) Ermitteln Sie alle 6konomisch sinnvollen Losungen des Gleichungssystems.

c) Verwerten Sie — falls moglich — die zusitzliche Information, dass zu Beginn der ersten
Woche der Vorrat an Darjeeling um 20 % hoher war als der Vorrat an Nepal.
Wie verindert sich damit die Losung von b)?

14
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Aufgabe 37

Eine Brauerei stellt 3 Biersorten her: Hell, Pils und Bock. Die Herstellung erfordert eine Ar-
beitszeit von 2 Stunden fiir 1 hl Hell, 4 Stunden fiir 1 hl Pils und 5 Stunden fiir 1 hl Bock,
wobei insgesamt genau Z Arbeitsstunden zu leisten sind. Das fiir Werbung bewilligte Budget
betrigt 35.000 €, wobei die Werbekosten je hl Hell und Bock 1 € und bei Pils 2 € betragen.
Der Gewinn pro hl betriagt 10 € bei Hell, 20 € bei Pils und 30 € bei Bock. Insgesamt soll ein
Gewinn von 550.000 € erzielt werden.

a) Formulieren Sie das gegebene Gleichungssystem.

b) Ermitteln Sie die 6konomisch sinnvolle Losungsmenge. (Hinweis: die zu produzieren-
den Einheiten an hl Bier sind nicht negativ). Fir welchen Arbeitseinsatz Z gibt es keine
Losung, genau eine Losung, mehrere Losungen?

c) Skizzieren Sie das in b) erhaltene Ergebnis.

Aufgabe 38
Gegeben sind die Matrizen:
1 1 1 1 1111
1 1 -1 -1 1100
A= 1 -1 1 —-1]" B = 1 010
1 -1 -1 1 1 001

a) Zeigen Sie, dass %A orthogonal ist.
b) Berechnen Sie B~!.
c) Losen Sie das Gleichungssystem AB x = ¢ mit

xT = (x1,X2,X3,X4) , ’'= (1,2,3,4)

unter Verwendung von b).

15

~ (Seite 16 von 40)

2014115 -

fur BW und IM - - Wi

Augsburg ~ Wir

Prof.Dr. Stefan

Aufgabe 39

Das junge Start-Up-Unternehmen ,,Pimp-My-Phone* hat sich auf das Umgestalten von Mobil-
telefonen in die Form von Politikerkdpfen spezialisiert. Die von den Kunden am meisten nach-
gefragten Produkte sind die Pakete Angela (A) und Gerhard (G). Die Firma beschiftigt bereits
50 Angestellte und unterhilt 10 Maschinen. Durch den Verkauf eines Paketes A wird ein Rein-
gewinn von 15 € erzielt, der Verkauf eines Paketes G liefert im Vergleich dazu 20 € Gewinn.

Zur Herstellung eines Paketes A werden 20 Arbeitsstunden, 5 Maschinenstunden und 6 Ein-
heiten Kunststoffformteile verwendet. Um ein Paket G herzustellen, werden 10 Arbeitsstun-
den, 5 Maschinenstunden und 10 Einheiten Kunststoff benotigt. Insgesamt stehen pro Monat
160 Arbeitsstunden pro Mitarbeiter (Nebenbedingung N;), 200 Maschinenstunden pro Ma-
schine (N;) und 3000 Einheiten Kunststoff (/N3) maximal zur Verfiigung.

Die Geschiftsleitung mochte die Anzahl der hergestellten Pakete Angela (x1) beziehungswei-
se Gerhard (x,) hinsichtlich einer Gewinnmaximierung festlegen. Dabei kann davon ausge-
gangen werden, dass alle hergestellten Pakete auch verkauft werden.

a) Formulieren Sie das Problem als lineares Programm mit Nebenbedingungen und Ziel-
funktion.

b) Losen Sie das Problem graphisch (Berechnung der relevanten Geradenschnittpunkte ist
erforderlich).

¢) Lost man das Problem mit dem Simplexalgorithmus kann man zu folgendem Zwischen-
tableau gelangen:

@ 3000 2 6000

®

140 10 —1 5000
®@ 2001 -1 500
® : 100 L 300

Bestimmen Sie rechnerisch auf Basis dieses Tableaus mit Hilfe des Simplexalgorithmus
eine optimale Losung. Wie hoch ist der maximal erzielbare Gewinn pro Monat?
d) Bei welcher Ressource hat die Firma in der Optimallésung noch nicht ausgeschopfte

Kapazititen?
e) Aufgrund von Popularititsschwankungen dndert sich der Gewinn eines Paketes Angela
auf Werte ¢c; = 15 4+ y mit y € R. In welchem Intervall kann ¢; liegen, so dass die

Basis erhalten bleibt, also weder die Produktion von Angela noch die von Gerhard zur
Erreichung des Optimalpunktes komplett eingestellt werden muss.
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Aufgabe 40

Mit Hilfe der Produktionsfaktoren F;, F,, F3 sollen zwei Produkte Py, P, hergestellt werden.
Dazu sind folgende Daten bekannt:

Produktionsfaktorverbrauch je Produkteinheit

Produkt Menge Verkaufspreis F F, F3
Pl X1 4 1 1 3
P 2 X2 4 1 2 2

Kapazitit der Produktionsfaktoren 60 60 120

a) Mit der Zielsetzung ,,Umsatzmaximierung* formuliere man das entsprechende lineare
Optimierungsproblem und 16se dieses Problem graphisch.

b) Wie ist die Kapazitit von F, zu verdndern, wenn ein Umsatzmaximum von 200 erreicht
werden soll?

Aufgabe 41

Gegeben ist das lineare Optimierungsproblem

ZF: X1 + X — max
NB I: 2x1 + x» =z 4
NB II: X1 + 2x, = 4
NB III: 3x; — 2x, = 0

X1, x2 = 0

a) Zeigen Sie graphisch, dass dieses Problem unlosbar ist.
b) Eliminieren Sie alternativ die Nebenbedingung
o) NBI,
B) NBII,
y) NBIII
und diskutieren Sie fiir jeden dieser Fille die Losbarkeit des Problems. Ermitteln Sie
gegebenenfalls Optimallosungen und Zielfunktionswert.
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Aufgabe 42

Gegeben sei das folgende lineare Optimierungsproblem:

c1x1 +4x, + 10 — max

3x; + 6x2 = by
3xt + x» =9
X1, X2 = 0

a) Losen Sie das Problem fiir ¢; = 3 und b; = 18 graphisch und geben Sie die Optimal-
16sung sowie den optimalen Zielfunktionswert an.

b) Untersuchen Sie anhand der Graphik aus a), in welchem Bereich der Wert fiir ¢; vari-
ieren darf, so dass die ermittelte Optimallosung erhalten bleibt. Berechnen Sie diesen
Bereich.

c) Interpretieren Sie b; betriebswirtschaftlich. In welchem Intervall kann man b, verin-
dern, so dass beide Produktionsfaktoren fiir die Produktion verwendet werden? In wel-
chem Intervall kann man b, verdndern, so dass zur Erreichung der Optimallosung beide
Produktionsfaktoren ausgeschopft werden?

Aufgabe 43

Bauer Paul Profitlich tiberdenkt die Rationierung des Futters seiner Schweine. Bis dato hatte er
zwei Bestandteile im Verhiltnis 1:1 gemischt. Sein Hof-Veterinar hat die Menge notwendiger
Vitamine in dieser Futtermischung gemessen und grob geschiitzt, dass 4 kg Futter pro Schwein
und Tag notig sind, damit die Tiere auf keinen Fall an Vitaminmangelerscheinungen leiden.

Bauer Profitlich hat nun in der aktuellen Ausgabe des Stallanzeigers gelesen, dass er pro Tag
und Schwein mindestens 2 mg von Vitamin I, mindestens 3 mg von Vitamin 2 und mindes-
tens 4 mg von Vitamin 3 fiittern muss. In der Inhaltsangabe seiner Futtermittelkomponenten
steht bei Bestandteil 1, dass es pro kg jeweils 1 mg von jedem dieser drei Vitamine enthélt.
Futtermittelbestandteil 2 enthilt pro kg 1/2 mg von Vitamin 1, 1 mg von Vitamin 2 und 2 mg
von Vitamin 3. Beide Futtermittelkomponenten kosten 5 Cent je kg. Bauer Profitlich stellt sich
nun die Frage, in welchen Anteilen er die Futtermittelkomponenten mischen muss und wieviel
er somit von diesen Komponenten pro Tag und Schwein verfiittern muss, dass seine Kosten
minimal sind, trotzdem aber die Vitaminversorgung gewihrleistet ist.

a) Formulieren Sie das Problem als lineares Optimierungsproblem mit den Bezeichnun-
gen x1, x, fiir die Menge an Futtermittelbestandteilen vom Typ 1 beziehungsweise vom
Typ 2.

b) Losen Sie das Problem graphisch (Berechnung der relevanten Geradenschnittpunkte ist
trotzdem erforderlich) und geben Sie die Menge der Optimallosungen an.

c) Wieviel muss Bauer Profitlich pro Schwein fiittern, wenn alle Nebenbedingungen einge-
halten werden sollen und er seine alte Futtermischung weiter verwenden will? Erreicht
er so das Kostenoptimum?
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Aufgabe 44

Geben Sie die rekursiv definierten Folgen (a,) und (b,) mit

ap+1 = n it (do = %)

—a
n+1
bus1 = by mit (b, =2)

in expliziter Form an.

Aufgabe 45
Berechnen Sie fiir die Folgen (ay), (b,), (¢x), (dn), (e,) mitn € N und
=D"(3) + (n +3)? , 2_1
ap = 1+ n2 + 413 s n_\/;l(n%—n%)’

_n_

om0 ()7 ()t e I s
' 2 N S R (R

die Grenzwerte.
Aufgabe 46

a) Uberpriifen Sie die Reihen (r,), (s,), (tx), (4,) mit

12 1 3itl 1 32 2 2(3i)
'n = . s n = - = = n = .
n= 5o * L5 ; s T i)

i=1

auf ihre Konvergenz.

b) Berechnen Sie den Grenzwert lim (s,).
n—oo
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Aufgabe 47

Eine Schitzung der gesamten Ol- und Gasreserven im norwegischen Festlandsockel zu Be-
ginn des Jahres 2003 betrug 13 Milliarden Tonnen. Die Forderung im selben Jahr lag bei 250
Millionen Tonnen.

a) Wann sind die Reserven erschopft, wenn die Forderung auf demselben Niveau wie im
Jahr 2003 fortgesetzt wird?

b) Nehmen Sie an, dass die Forderung jedes Jahr um 2% im Vergleich zum vorangegange-
nen Jahr reduziert wird, beginnend im Jahr 2004.

Wie lange werden die Reserven in diesem Fall reichen?
c) Wie dndert sich die Situation, wenn die jahrliche Forderung um jeweils 10 Millionen
Tonnen gegeniiber dem Vorjahr steigt, beginnend im Jahr 2004.

Wie lange werden die Reserven in diesem Fall reichen?

Aufgabe 48
a) Fiir welche k € N konvergieren die Folgen (a,), (by), (¢,) mit
_ 3@-y _ -1 _ 2
an = S5k by, = a,', ¢ = a; ?

Geben Sie gegebenenfalls die entsprechenden Grenzwerte an.
b) Zeigen Sie, dass die Reihe (s,) mit
n
o= ) a

i=1

fiir k = 12 konvergiert und fiir k = 10 divergiert.

Aufgabe 49
Uberpriifen Sie mit Hilfe des Quotientenkriteriums, fiir welche ¢ € R die Reihen (r,), (s,)
mit .
n ) n ( a — 1)1
Tn = a”, s, = T
% 2 a1
konvergieren.

20
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Aufgabe 50

Eine Rechnung iiber 3.250 € wird nicht sofort bezahlt. Daher sind Verzugszinsen in Hohe
von 144,45 € zu bezahlen. Fiir welche Zeitspanne wurden Verzugszinsen berechnet falls der
ZinsfuBl 8% betrigt.

Aufgabe 51

Ein Girokonto weist am Jahresanfang ein Guthaben von 2.400 € auf. Am 6. Mirz werden auf
das Konto 10.000 € iiberwiesen; am 21. Januar und am 16. Februar werden jeweils 4.000 €
abgebucht. Die Bank berechnet 12% Sollzins und 0,5% Habenzins. Stellen Sie die Zinsab-
rechnung zum 1. April auf.

Aufgabe 52

Jemand zahlt am 2. Juli 1999 auf sein Sparkonto 1000 € ein. Wie hoch ist der Kontostand am
2. April 2008 bei 3% Zins, falls das Konto zu diesem Zeitpunkt abgerechnet wird.

Aufgabe 53

Jemand legt 20.000 € zu 6% zinseszinslich an. Auf welche Summe wichst das Kapital in 5
Jahren an bei

a) jahrlicher,

b) halbjdhrlicher,

¢) monatlicher,

d) tdglicher oder

e) stetiger Verzinsung?

Aufgabe 54

Eine Kapitalanlage hat sich in 10 Jahren verdoppelt. In der ersten Hilfte der Laufzeit betrug
der Zinssatz 4%. Wie hoch war er in der zweiten Hilfte?

Aufgabe 55

a) In welcher Zeit verdoppelt sich bei Zinseszinsrechnung jedes beliebige Anfangskapital
K bei einem jihrlichen Zinssatz von p = 5%?

b) Wie muss der jahrliche Zinssatz bei Zinseszinsrechnung aussehen, wenn sich das An-
fangskapital in 10 Jahren verdoppeln soll?

Aufgabe 56

Wie lange miissen 10.000 € angelegt werden, damit sie bei einer jihrlichen Verzinsung von
7% ein Endkapital von 25.000 € erbringen?
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Aufgabe 57

Ein Waldbestand hat einen Tageswert von 1 Mio. €. Aufgrund von Abholzung und Umwelt-
schiaden, nimmt der mengenméBige Bestand jahrlich um 10% stetig ab; der Preis des Holzes
steigt halbjdhrlich um 4%.

a) Welchen Tageswert hat der Wald in 10 Jahren?
b) Nach wie viel Jahren hat sich der Wert des Waldes halbiert?
Aufgabe 58

Die Effektivverzinsung einer Anlage, die vierteljdhrlich verzinst wird, ist 6,14%. Wie hoch ist
der (nominale) Jahreszinsfuf3?

Aufgabe 59

Jemand zahlt am Ende eines jeden Jahres 1000 € auf sein Sparkonto ein, welches zu 3%
verzinst wird. Wie hoch ist der gesparte Betrag einschlieBlich Zinseszins am Ende des 10.
Jahres?

Aufgabe 60

Fiir den Kauf einer Maschine stehen folgende Zahlungsalternativen zur Auswahl:

a) 8.000 € sofort, 4 jahrliche Raten zu je 2.000 €, zahlbar am Ende eines jeden Jahres
b) vier jihrliche Raten zu je 4.000 €, zahlbar am Ende eines jeden Jahres

¢) 5.000 € sofort, je 3.000 € am Ende des 2. und 3. Jahres und 5.000 € am Ende des 4.
Jahres.

Fiir welche Zahlungsalternative (Barwertvergleich) soll man sich bei einem Zinssatz von 10%
entscheiden?

Aufgabe 61

Ein heute 55-jdhriger Arbeitnehmer hat in 10 Jahren einen Anspruch auf eine monatliche Be-
triebsrente von 500 €, die vorschiissig bezahlt wird. Durch welche Gegenleistung kann sie
heute bei einem Zinssatz von 6% abgelost werden, wenn die Lebenserwartung von 77 Jahren
angenommen wird.

22
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Aufgabe 62

Ein Bausparer hat einen Bausparvertrag iiber 50.000 € Bausparsumme abgeschlossen. Der
Habenzins betrigt 3%. Der Bausparvertrag ist zuteilungsreif, wenn 40% der Bausparsumme
eingezahlt sind.

a) Nach wieviel Jahren ist der Bausparvertrag zuteilungsreif, wenn

» 3.000 € jihrlich nachschiissig
» 3.000 € jihrlich vorschiissig
» 300 € monatlich nachschiissig

einbezahlt werden?

b) Welche Sparrate mufl der Bausparer

» jéhrlich nachschiissig
» jéhrlich vorschiissig
» monatlich nachschiissig

leisten, damit der Vertrag in vier Jahren zuteilungsreif ist?

Aufgabe 63

Das Vermogen von A ist mit 100.000 € doppelt so hoch wie das Vermogen von B. A spart
jéhrlich 4.000 € nachschiissig, wihrend B 8.000 € spart. Die jahrliche Verzinsung ist 6%.

a) Nach wie vielen Jahren sind die Vermogen von A und B gleich hoch?

b) Wie hoch muss die jahrliche Sparleistung von B sein, damit er in 10 Jahren das gleiche
Vermégen wie A hat?

Aufgabe 64

Jemand mochte von seinem 63. Geburtstag an 20 Jahre lang eine jdhrliche nachschiissige
Rente in Hohe von 20.000 € ausbezahlt bekommen. Welchen Betrag muf} er dafiir 30 Jahre
lang bis zu seinem 63. Geburtstag monatlich vorschiissig einbezahlen? Der Zinsfu} betrage
5,5% jéhrlich.

Aufgabe 65

Als Kaufpreis fiir ein Haus hat der Erwerber 5 Raten von je 100.000 € zu leisten. Die erste
Rate muss sofort bezahlt werden, die iibrigen in jahrlichen Abstinden. Mit welchem Betrag
konnte bei 5% Zins die ganze Schuld sofort beglichen werden?
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Aufgabe 66

Welches Kapital benotig man heute, wenn daraus 5 Jahre lang zu jedem Quartalsbeginn eine
Spende von 1000 € iiberwiesen werden soll? Die vierteljdhrliche Verzinsung ist 1%.

Aufgabe 67

In einer Pensionszusage wird eine Rente iber 5000 € zu Beginn eines Quartals 10 Jahre lang
bezahlt. Welchen Betrag muss die Firma bei einem Jahreszinssatz von 5% am Anfang der
Rentenzahlungen fiir die Pensionsriickstellung (Barwert) einsetzen?

Aufgabe 68

Ein Unternehmen nimmt einen Kredit iiber 500.000 € zu 7% Zins auf. Der Kredit ist in fiinf
Jahren mit gleichbleibenden Tilgungsraten zu tilgen. Erstellen Sie den Tilgungsplan.

Aufgabe 69

Ein Auto, das 57.000 € kostet, soll durch einen Kredit finanziert werden. Die Hausbank bietet
einen Kredit, der in zwei gleich hohen jédhrlichen Tilgungsraten zuriickzuzahlen ist, mit fol-
genden Konditionen an: Zins p.a. 8%, Auszahlung 90%. Wie hoch ist der Effektivzinsfuf fiir
den Kredit?

Aufgabe 70
Eine GmbH nimmt einen Kredit iiber 2.000.000 € zu 10% Zins auf, der mit gleichbleibenden

Tilgungsraten in 20 Jahren zu tilgen ist. Berechnen Sie

a) die Restschuld am Anfang des 10. Jahres,
b) die Restschuld nach 15 Jahren,
¢) den Zinsbetrag im 12. Jahr und
d) die Aufwendungen im 18. Jahr.

Aufgabe 71

Eine Anleihe von 1.000.000 € soll mittels gleichbleibender Annuitit zu 7% verzinst und in-
nerhalb der nichsten 5 Jahre getilgt werden. Wie gestaltet sich der Tilgungsplan?

Aufgabe 72

Nach 20 Jahren betrigt die Restschuld eines Annuititenkredits, der zu 8% verzinst wird,
eine Gesamtlaufzeit von 25 Jahren hat und mit gleich hohen Annuititen getilgt wird, noch
37.403,27 €. Erstellen Sie den Tilgungsplan der letzten 5 Jahre.

24
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Aufgabe 73

Ein festverzinsliches Wertpapier ist mit einem Kupon von 8 % p.a. und einem Riicknahmekurs
von 103 % nach 15 Jahren ausgestattet. Welches ist der Preis (Kurs) des Wertpapiers bei einer
Restlaufzeit von 7 Jahren unmittelbar nach der 8. Zinszahlung, wenn dem Erwerber eine dem
dann herrschenden Marktzinsniveau entsprechende Umlaufrendite von 9 % garantiert wird?

Aufgabe 74

Ein festverzinsliches Wertpapier ist mit einem Kupon von 7 % p.a. und einem Riicknahmekurs
von 102 % nach 15 Jahren ausgestattet.

a) Welches ist der Emissionskurs, wenn das herrschende Marktzinsniveau bei 8 % liegt?

b) Die Steigung des Emissionskurses bei diesem Marktzins betrigt C;(0, 08) = —812, 441.

Welches ist die modifizierte Duration?
¢) Welches ist die Elastizitit des Emissionskurses beziiglich des Marktzinsniveaus?

d) Wenn der Marktzins um Ai = 0,001 steigt: Auf welchen Wert sinkt Cp ndherungswei-
se?

Aufgabe 75

Eine Unternehmung will ein festverzinsliches Wertpapier emittieren, das dem Erwerber wih-
rend der 15-jahrigen Laufzeit einen Effektivzins von 9 % garantiert. Der Emissionskurs ist
96 %, der Riicknahmekurs 101%.

Mit welchem nominellen Zinssatz muss die Unternehmung das Papier ausstatten?

Aufgabe 76

Von welcher durchschnittlichen jéhrlichen Inflationsrate konnen Sie ausgehen, wenn ein Ka-
pital, das in zehn Jahren nominell 1000 € betrigt, dann einen Realwert von 900 € hat?
(Es wird angenommen, das der Betrag zuhause im Kleiderschrank lag.)

Aufgabe 77

Zu welchem konstanten jihrlichen Zins muss ein Betrag K, am 1.1.2008 angelegt werden
damit am 31.12.2011 die Inflation ausgeglichen wurde? Die jdhrliche Inflationsraten der be-
treffenden Jahre seien dabei

Jahr 2008 2009 2010 2011
Inflation in % 3 2 4 5
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Aufgabe 78
Am 1.1. diesen Jahres wurde ein Betrag von 2000 € zu 8 % jihrlich fiir 15 Jahre angelegt. Die

durchschnittliche Inflationsrate fiir diese 15 Jahre wird als 2,8 % angenommen.

a) Welche Kaufkraft hat der Betrag nach genau 5 Jahren Anlagedauer?
b) Welcher Realwert steht dem Anleger am Ende der Laufzeit zur Verfiigung?

c) Welche Realverzinsung erzielt der Anleger durchschnittlich pro Jahr?

Aufgabe 79
Gegeben sind die Funktionen fj, f, von einer reellen Variablen mit
+1 x* —3x3 + 242

! folx) =

X
2x—1° x—1

filx) =

Beantworten Sie die folgenden Teilaufgaben ohne Differentialrechnung:

a) Fiir welche x € R sind die Funktionen f;, f, definiert?

b) Zerlegen Sie fi additiv in ein Polynom und eine echt-gebrochen-rationale Funktion und
zeigen Sie damit, dass f; fiir x > % streng monoton fillt.

c) Zeigen Sie, dass f; fiir alle x > 2 streng monoton wichst.

d) Zeigen Sie, dass weder f] noch f, eine globale Extremalstelle besitzt.

Aufgabe 80

Gegeben ist die Funktion f mit

f&) =/ (x +D(1 - Vx).

a) Fiir welche x € R ist f definiert?
b) Zeigen Sie ohne Differentialrechnung, dass f fiir x = 1 minimal und fiir x = 0 maxi-
mal wird.

Aufgabe 81

Gegeben ist die Funktion f mit
f(x) = ¥Y2In(=x).

a) Fiir welche x € R ist f definiert?
b) Zeigen Sie, dass f streng monoton fillt fiir x < —1.

26
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Aufgabe 82

Bei der Produktion eines Gutes wirken sich die mit steigenden Stiickzahlen gewonnenen Pro-
duktionserfahrungen kostensenkend aus. Die fiir eine Mengeneinheit (ME) des Produkts anfal-
lenden Stiickkosten k (in €/ME) hingen von der Gesamtproduktionsmenge x folgendermafien
ab:

k(x):a-xb mit a,beR, x>1

Es wird nun folgendes beobachtet:

1. Die erste produzierte Einheit verursacht Kosten in Hohe von 160 €.

2. Verdoppelt man die Produktionsmenge ausgehend von einer beliebigen Stiickzahl, so
sinken die Stiickkosten um 20% gegeniiber dem Wert vor der Stiickzahlverdoppelung.

a) Bestimmen Sie die Parameter ¢ und b der Funktion k.

b) Wie hoch muf} die Gesamtproduktionsmenge sein, damit die gesamten Produktionskos-
ten 80.000 € betragen?

Aufgabe 83

Bestimmen Sie alle Extremalstellen der Funktion
fi[-2m; 27— R mit f(x) = 2sin (x — %)

ohne Differentialrechnung.

Aufgabe 84
Untersuchen Sie die Funktion f : R — R mit
2
al fir x <=3
x+3
3 fir x=-3

Sx) =
(x+2)2—-2 fir -3<x<0

In (¢*+2) fir x>0

auf Stetigkeit.
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Aufgabe 85

Fiir welche Konstanten a, b € R ist die Funktion f : R — R mit
a-e-|x| fur x>-1

fx) = x|

b o fir x <-—1

fiir alle x € R stetig?

Aufgabe 86

Berechnen Sie fiir x € R folgende Grenzwerte:

a) lim sin(v/2x)
x—0 \/E)C

sin(2
by lim SV
x—=0 X

sin(x)

s sin(2x)

lim ———

) 20 tan(2r)
1
e) lim +/x sin —
x\0 X

Aufgabe 87

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich D C R folgender Funktionsvorschriften
von D — R und geben Sie fiir jede Funktion eine stetige Fortsetzung auf R — R an.

2 f(x) = sin(x —2)
x—2
b) g(x) = s1n§c4x)
o by - T Bx 2
d) k(x) = L= ‘;‘;S(X)

28
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Aufgabe 88

Zeigen Sie mittels Zwischenwertsatz, dass die Gleichung cos x = x mindestens eine Losung
hat. Berechnen Sie die Losung mittels Taschenrechner und Wertetabelle auf mindestens 3
giiltige Ziffern.

Aufgabe 89
Fiihren Sie fiir die gebrochen-rationale Funktion f mit

1

I = e 1

eine Partialbruchzerlegung durch.

Aufgabe 90

Zerlegen Sie folgende rationale Funktionen ggf. jeweil additiv in ein Polynom und eine echt—
gebrochen-rationale Funktion und fiithren Sie fiir den echt—gebrochen-rationalen Teil eine
Partialbruchzerlegung durch:

2x3 —5x2 —26x + 15

I =5 1s
b g = 22
2 _6x 4+ 11
R
3x2+7
D0 = e
3_x242x—1
Aufgabe 91

Geben Sie die groBte Menge D C R? an, auf der die Funktion f : D — R mit

(3x%y)°
fley)y =1 x®+p*
0 fiir (x, y) = (0,0)

fiir (x, y) # (0.0)

stetig ist.
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Aufgabe 92

Ist die Funktion f : R? — R mit

x2—yz
Fyy =1 Py frEn#©0.0
0 fiir (x, y) = (0,0)

im gesamten Definitionsbereich stetig?

Aufgabe 93

Skizzieren Sie folgende Vektorfelder:

a) £:[0,3]x[-22] > R*> mit f(x,y)=| /&
Sln( )
b) g:[-1.3? > R? mitg(x,y) = (3121)

¢) h:[-3,3*—>R?* mith(x,y) = (ﬁ;ﬁ)

Aufgabe 94

Gegeben sind die reellen Funktionen fi. f5, f3 : R — R mit:
filx) = V241

VXZ+x+1 fir x=0

X fir x <0

flx) = {

f3(x)

x—1

fir x <1

g ¥2—2x+2 fir x=>1
e

a) Fiir welche x € R sind die Funktionen differenzierbar?
b) Berechnen Sie gegebenenfalls die Differentialquotienten.
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Aufgabe 95

Die kumulierte Nachfrage y nach Videorecordern in Abhingigkeit der Zeit ¢t = 1 wird durch
die sogenannte Gompertz-Funktionsgleichung

y(@) = 107 =505
prognostiziert.

a) Skizzieren Sie die Funktion und geben Sie eine Interpretation.
b) Berechnen Sie die Sittigungsgrenze tlim ().
—00

c) Zeigen Sie, dass die Anderungsrate der Nachfrage fiir alle # = 1 positiv und monoton
fallend ist.
d) Zeigen Sie auch, dass die Nachfrage fiir # = 3 elastisch und fiir # = 4 unelastisch ist.

Aufgabe 96

Fiir eine Einproduktunternehmung wurden in Abhingigkeit des Produktionsniveaus x > 0
die Kosten durch ¢(x) = 6x + 40 und die Preis-Absatz-Beziehung gemif p(x) = 30 — 2x
geschitzt.

a) Geben Sie die Gewinnfunktion g mit g(x) = x - p(x) — ¢(x) an und untersuchen Sie
diese Funktion auf Monotonie und Konvexitit.

b) Berechnen Sie den Bereich positiver Gewinne sowie das gewinnmaximale Produktions-
niveau.

c) Bestimmen Sie das Produktionsniveau mit maximalem Stiickgewinn.

Aufgabe 97

Untersuchen Sie die Funktion f : R — R mit

fx) =5 (e*% (x—1)— 1)
auf Monotonie und Konvexitit.

Bestimmen Sie auBerdem alle Extremalstellen und Wendepunkte und skizzieren Sie den Ver-
lauf der Funktion fiir x = 0.

Aufgabe 98

Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
f)=x*—2x3+1.

a) Berechnen Sie alle Extremalstellen und Wendepunkte.
b) Berechnen Sie die Funktion fiir x = —1, 0, 0.5, 1, 2 und skizzieren Sie f(x).
¢) Beschreiben Sie mit Hilfe von a) und b) das Monotonie- und das Konvexititsverhalten

der Funktion.
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Aufgabe 99

Verwenden Sie die Definition des Differentalquotienten, um jeweils die 1. Ableitung folgender
Funktionen zu bestimmen:

a) f(x)= !

X
b) g(x) = x> —2x
) h(x) = x

Aufgabe 100

Bei konstanter Temperatur 7 ist der Druck P in Abhingigkeit vom Volumen V' durch die
Beziehung
nRT an?

V—nb V2
gegeben. Dabei bezeichnen a, b, n und R Konstanten. Berechnen Sie %,

Aufgabe 101

Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen f; : R D D — R:

D) fulx) = (1 + %)

b) fp(x) = x*
0 folx)=x*"
d) fax) = (x—-3)"

Aufgabe 102

Eine quaderformige Kiste, deren oberes Ende gedffnet ist, soll aus einem quadratischen Blech
mit der Seitenlinge a hergestellt werden. Dazu werden an den 4 Ecken des Blechs jeweils
gleich groBe Quadrate mit Seitenldnge x ausgestanzt und die so entstandenen 4 Seitenrecht-
ecke hochgeklappt um die Kiste zu formen. Wie grofl muss x sein, so dass das Volumen der
entstandenen Kiste maximal wird?

Aufgabe 103

Ein zylinderfosmiger Olbehilter soll einen Liter Fliissigkeit fassen. Der Behilter ist oben und
unten komplett geschlossen. Wie miissen Hohe und Radius dimensioniert sein, so dass mog-
lichst wenig Material verbraucht wird?
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Aufgabe 104

Im Folgenden bedeutet u : Ry — R den Umsatz u(x) in Abhéngigkeit von der verkauf-

ten Stiickzahl x und k : R4y — R die Produktionskosten k(x). Umsatz und Produktions-

kosten seien stetig differenzierbar. Daraus leitet sich die Gewinnfunktion g : R — R mit
dk

g(x) = u(x) — k(x) ab. Die Ausdriicke g—; und §* bezeichnet man als den Grenzumsatz be-

ziehungsweise die Grenzkosten beim Produktionsniveau x. Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Maximaler Gewinn entsteht (sofern er existiert) bei einem Produktionsniveau x, bei dem
Grenzumsatz und Grenzkosten iibereinstimmen.

b) Beim Produktionsniveau x mit den niedrigsten Stiickkosten (sofern es existiert) sind die
Stiickkosten und die Grenzkosten gleich hoch.

Aufgabe 105

Zwei Massen hingen nebeneinander an zwei Federn und haben in Abhéngigkeit der Zeit ¢ die
vertikale Position
s1(¢) =2sint  und s$,(¢) = sin(2¢)

a) Zu welchen Zeitpunkten ¢ > 0 haben die Massen die gleiche Hohe?
b) Wann ist im Zeitintervall [0; 27] der Abstand der Massen am groften?

Hinweis: Es gilt sin(2¢) = 2sint -cost und cos(2t) = 2cos?t — 1

Aufgabe 106

Verwenden Sie das Newtonsche Verfahren, um jeweils eine Nullstelle folgender Funktionen
mit einer Abweichung von maximal 107> zu finden. Starten Sie das Verfahren jeweils im
angegebenen Punkt x¢:

a) f(x)=x*+x—-3, xo=-1

b) g(x) =x—1—1sinx, xo=2

Aufgabe 107

Berechnen Sie mit Newtons Verfahren den Schnittpunkt der beiden Funktionen f(x) = 2x
und g(x) = tanx im Intervall (0; 7/2).

Aufgabe 108

Suchen Sie mit der Newtonschen Methode die Nullstelle ¥ = 1 der Funktion f(x) = (x—1)*°
vom Startpunkt 2 aus. Warum arbeitet das Verfahren in diesem Fall so schlecht?

Aufgabe 109

Berechnen Sie den Wert von sin(%) mittels Taylorpolynom im Entwicklungspunkt xo = 0 auf
4 Stellen nach dem Komma genau. 33
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Aufgabe 110

Fiir welche x € R konvergieren die Potenzreihen (p,(x)), (¢,(x)) mit

n

P =Y [F-0] a0 =3 i

i=0 i=0

Aufgabe 111

Zur Funktion f : R — R mit f(x) = 2* bestimme man die Folge der Taylor—Polynome an
der Stelle xo = 0 sowie den Konvergenzradius dieser Folge.

Aufgabe 112

Berechnen Sie im Entwicklungspunkt O die Potenzreihen von

a) In(1 + x)

b) V1+x

(Hinweis: Der Konvergenzradius ist in beiden Fillen gleich 1, muss aber nicht berechnet wer-
den)

Aufgabe 113
Gegeben ist die Funktion f : R — R mit

1) f(x) = a®>x*>—2a°x +1.

a) Mita € R ist zunichst eine Konstante charakterisiert. Bestimmen Sie alle lokalen und
globalen Extremalstellen von f in Abhingigkeit von a .

b) Setzen Sie a = x in der Funktionsgleichung (1), und geben Sie die daraus resultierende
Funktion g : R — R in Abhingigkeit von x an.

c) Diskutieren Sie das Monotonie- und das Konvexititsverhalten von g .

d) Berechnen Sie die Funktionswerte g(—1), g(0), g(0.5), g(1), g(1.5), g(2) und skiz-
zieren Sie die Funktion.
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Aufgabe 114
Warum gilt der Satz von Schwarz bei folgender Funktion f : R? — R mit
0 fir (x,y) =0

f(XJ’): xy3_x3y

sonst
x2 + y2

im Nullpunkt (0, 0) nicht?

Aufgabe 115

Bestimmen Sie alle Extremalstellen der Funktion f : R?® — R mit

f(x1,x2,x3) = xl3 +x§ — 3xfx2 +x§.

Aufgabe 116

Fiir ein Produkt, das ein monopolistischer Anbieter auf den Markt bringen mochte, gelte die
Preis-Absatz-Beziehung

x = 100—-p+ /7,

wobei p den Preis, x die Absatzquantitit und g die Werbekosten bezeichnen. Ferner sind die
Produktionskosten durch
c(x) = 40x + 500

gegeben.

a) Skizzieren Sie in der (x, ¢)-Ebene die Punktmenge, die zu einem positiven Preis fiihrt.

b) Man berechne den Preis p, das Werbebudget ¢ und die Absatzquantitit x so, dass der
Gewinn lokal maximal wird, und gebe den maximalen Gewinn an.

Aufgabe 117

Bestimmen Sie zur Funktion f : R? — R mit
fx,y) = x> =x%>-In(y*+1)—3x

a) den Funktionswert f(—1,0),

b) den Gradienten,

¢) die Hesse—Matrix,

d) alle Nullstellen des Gradienten,

e) die Definitheitseigenschaft der Hesse—Matrix in jeder Nullstelle des Gradienten,
f) eine lokale Maximalstelle.
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Aufgabe 118

Bei wellenformigen vertikalen Auslenkungen w € R in Abhidngigkeit der Zeit t € R gilt die
eindimensionale Wellengleichung

Pw 0w

a2 T a2
Dabei bezeichnet ¢ € R die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle und x € R den hori-
zontalen Abstand zum Ursprung. Zeigen Sie, dass alle folgenden Funktionen Losungen der
Wellengleichung sind:

a) w = sin(x + ct)

b) w = sin(x + ct) + cos(2x + 2¢t)
c) w=In2x + 2ct)

d) w = tan(2x — 2ct)

e) w = 5cos(3x + 3ct) +e¥ !

Aufgabe 119

a) Esseiz : R> D D — R mit (x,y) — z(x,y) eine stetig partiell differenzierbare
Funktion mit maximalem Definitionsbereich. Bestimmen Sie g—i im Punkt (x,y,z) =
(1,1, 1), wenn fiir z gilt:

X3z 4+23x—2yz=0
b) Esseiauch x : R? > D — R mit (y,z) = x(y, z) eine stetig partiell differenzierbare

Funktion mit maximalem Definitionsbereich. Bestimmen Sie g—’z‘ im Punkt (x,y,z) =
(1,—1,-3), wenn fiir x gilt:

9
xz+y1nx—;=0

Aufgabe 120

Berechnen Sie alle Extremwerte der Funktion f : (0; 00)? — R mit
f(x.y) = xy +2x —In(x?y)
Aufgabe 121
Bestimmen Sie die absoluten Maxima und Minima der folgenden Funktionen:

a) f:[0,5] % [-3,3] = Rmit f(x,y) = x>+ xy +y>—6x
b) g:D—>RmitD ={x €eR3 :y+2x <2}und g(x,y) = x> + y?
©) h:R? - Rmith(x,y) = x*+ y* + 2xy
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Aufgabe 122

Eine Funktion f : R” — R heifit homogen vom Grad m € N, wenn fiir jedes x € R” und
t € R die Gleichung f(tx) = t™ f(x) erfiillt ist. Zeigen Sie: Ist f : R” — R homogen vom
Grad m, so gilt

(VSN - x =mf(x)
. .. . dg e 7 . . .
(Hinweis: Berechnen Sie ‘£ fiir g(¢) = f(tx), indem Sie x als konstant ansehen)

Aufgabe 123

Bestimmen Sie die Stammfunktionen der Funktionen fi, f>, f3, fa, fs mit:

1 2
filx) = 2x+7+—2—cosx+e_2x
X X
f(x) = (x*+x)cosx
x2—1 .
falx) = m fir n=1,2
1
fild) = =
x3—x

fs(x) = xver +1 .e*

Aufgabe 124

Fiir die in Aufgabe 123 angegebenen Funktionen berechne man

2 5 —4
1/fl(x)dx, !fz(x)dx, _[ﬂ(x)dx.

Aufgabe 125

Man berechne die bestimmten Integrale

2r 2w
/xsinxdx, /\xsinx\ dx
0 0

und interpretiere die erhaltenen Ergebnisse.
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Aufgabe 126
Gegeben sei eine Grenzkostenfunktion
3-4/x fir x€[0,100]

¢'(x) = { 30 fir x € [100, 400]

f/ig fiir x e [400, 900]

Die fixen Kosten betragen ¢ (0) = 1000.

Bestimmen Sie dazu eine stetige Gesamtkostenfunktion ¢ (x) und berechnen Sie die Gesamt-
kosten fiir x = 100, x = 150 und x = 625.

Aufgabe 127

Der momentane Umsatz eines Produktes zum Zeitpunkt 7 sei durch
die Funktion u : R4 — R, mit

u(t) = 1000(t + 1) e~ 2

gegeben.

a) Skizzieren Sie die Funktion u im Planungszeitraum [0, 10] und berechnen Sie den Ge-
samtumsatz in [0, T'] .

b) Ermitteln Sie den Gesamtumsatz fiir 7 = 10 und 7 — oo .

38



~ (Seite 39 von 40)

2014115 -

fir BW und IM - - Wi

Augsburg — Wir

Prof.Dr. Stefan

Aufgabe 128

Fiir ein Produkt sollen die Kosten- und Umsatzentwicklungen in Abhingigkeit der Zeitz = 0
betrachtet werden. Dabei wurden fiir die Verdnderung der Kosten k (¢) bzw. des Umsatzes u(t)
die Beziehungen folgendermaf3en ermittelt:

dk(t) 100 du(t) 1000

k(l)=—dl = bzw. u'(t) = @ T2

firalle =0

a) Zeigen Sie, dass die Kosten k(¢) und der Umsatz u(¢) fiir # = 0 monoton wachsen,
wihrend der Gewinn g(¢t) = u(t) — k(¢) fir t = 9 monoton wichst und fiir r = 9
monoton fillt.

b) Berechnen Sie die bestimmten Integrale

9

9
ko = /k’(t)dz, Uy = /u’(t)dz, g0 = o —ko
0 0

und interpretieren Sie diese Ergebnisse.

c) Zeigen Sie, dass es eine obere Integrationsgrenze z = 9 mit g, = 0 gibt (keine Berech-
nung erforderlich).
Aufgabe 129

Fiir den Verlauf des Absatzes y(¢) eines Produktes in Abhéngigkeit der Zeit > 0 wird die
folgende Beziehung angenommen:

d%’)zi.y(z)-(a—y(z)) mit  y(c) € (0.a) V1 M
a

a) Formen Sie diese Gleichung in eine Integralgleichung der Form

[eorar = [ roa

um und berechnen Sie daraus eine Funktion y(¢), die Gleichung (1) erfillt.
b) Bestimmen Sie y(¢), wenna = 100, ¢ = 1 und y(0) = 50 gilt.

c) Skizzieren Sie die in b) erhaltene Funktion und interpretieren Sie Gleichung (1) mit
Hilfe Ihrer Skizze.
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Aufgabe 130

Fiir die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a und b gilt:
X2 y?

- b72:1 mit X,yER
a

Berechnen Sie das Volumen eines Fasses, desen Form durch die Rotation einer Ellipse um
ihre grofle Achse entsteht, wobei die Polkappen des Rotationskorpers senkrecht zur Drehachse
abgeschnitten werden. Die Hohe des Fasses sei 12 dm, sein grofiter Durchmesser 12 dm und
der Durchmesser der beiden Bodenflachen 10 dm.

Aufgabe 131
Bestimmen Sie die allgemeine Losung folgender Differentialgleichungen:
a) xy' =4y +x°
b) y' =y -tanx —2-sinx fir —n/2 <x <7/2
c) x2y' =1—yfirx <0
d) xy'=—y+e*firx >0
e) y=—y+xe*+1

Aufgabe 132

Bestimmen Sie die Losungen der angegebenen Anfangswertprobleme:

a) y' =2xy+x, y0) =1
1
b) y=——y+x-1 y2)=0
1—x
) (x+ 1)y =—x+2)y+2-sinx, y0)=2
) =2+x2 y)=1
X

ey =2xy+1, y0)=0
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