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Aufgabe 65

mit einem icht von 200g sollen bzgl. ihres Gewichts kontrol-
liert werden. Es stellt sich heraus, dass

» das Gewicht X der Nikoliuse normalverteilt ist,

> die i it, dass ein Nikolaus 200g wiegt bei 30 % liegt und

» cin Nikolaus mit einer Wahrscheinlichkeit von 99 % hichstens 210g wicgt.

Berechnen Sic bzw. geben Sie ohne Rechnung aber mit Begriindung an:

a) Wie groB ist die ichung o sowie der Juvon X?
b) Wic groB ist die Wahrscheinlichkeit, zufillig cinen Nikolaus mit cinem Gewicht von
exakt 200g (+0g) auszuwihlen?
) Wi groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Nikolaus weniger als 190g wicgt?
d) Nikoliiuse mit weniger als 195g werden aussortiert, Wie groB ist die inli
dass ein Nikolaus aus diesem Ausschuss zwischen 190g und 195g wiegt?
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Eine Zufallsvariable X mit einer Dichtefunktion

| (x=w)?

.e 20'2
oV 2m

f(x) =

und o > 0 heiBt normalverteilt.

f(x)

-2 —1

Kurzschreibweise: X ~ N(u; o)
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Normalverteilung

GG1772369N2
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Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung Statistik

Etschberger — 552015

Dabei bedeutet @ (x) zum Beispiel: ®(2,13) = ® (2,1 + 0,03) = 0,9834. Diesen Wert
findet man in der Zeile mit x; = 2,1 und der Spalte mit x; = 0,03.

x1\x2 0 0.01 002 003 004 005 006 007 008 0.09

0 0.5000 0.5040 0.5080 05120 05160 05199 05239 0.5279 0.5319 05359
0.1 05398 0.5438 0.5478 05517 05557 05596 05636 0.5675 0.5714 05754

0.2 05793 0.5832 0.5871 05910 05948 05987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

03 06179 06217 06255 06293 06331 06368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517

04 06554 0.6591 0.6628 0.6664 06700 06737 06773 0.6808 0.6844 0.6879 Combinatorik

05 06915 0.6950 0.6985 07020 0.7054 07089 07123 0.7157 0.7191 0.7224

06 07258 07291 07324 0.7357 07389 07422 07454 07486 0.7518 07549 2ufall und Wahrscheinlichkeit
07 07580 0.7612 0.7642 07673 07704 07734 07764 0.7794 0.7823 0.7852 Zufallsvariablen und
0.8 0.7882 0.7910 0.7939 0.7967 0.7996 0.8023 0.8051 0.8079 0.8106 0.8133 ertellungsny

09 08159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 08290 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 Verteilungsparameter
1 0.8414 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8532 0.8554 0.8577 0.8599 0.8622

11 0.8643 0.8665 0.8687 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830

1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015

13 09032 0.9049 09066 09083 09099 09115 09131 09147 09162 09177

14 09193 09207 09222 09237 09251 09265 09279 0.9292 0.9306 0.9319

15 09332 0.9345 09358 09370 09382 09394 0.9406 0.9418 0.9430 0.9441

16 09452 0.9463 0.9474 09485 09495 09505 09516 0.9526 0.9535 0.9545

17 09554 0.9564 0.9573 09582 09591 09600 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633

18 09641 0.9649 0.9656 09664 09671 09679 0.9686 0.9693 0.9700 0.9706

19 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 0.9756 0.9762 0.9767

2 09773 09778 09783 09788 09793 09798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817

21 09821 0.9826 0.9830 09834 09838 09842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857

22 09861 0.9865 0.9868 09871 09875 09878 09881 0.9884 0.9887 0.9890

23 09893 0.9896 0.9898 0.9901 09904 09906 0.9909 0.9911 0.9914 09916

24 09918 0.9920 09922 09925 09927 09929 09931 0.9933 09934 0.9936

25 09938 0.9940 0.9941 09943 09945 09946 09948 0.9949 0.9951 0.9952

26 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 09959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964

27 09965 0.9966 0.9967 0.9968 09969 09970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974

238 09975 0.9975 0.9976 09977 09978 09978 0.9979 0.9980 0.9980 0.9981

29 09981 0.9982 0.9983 09983 09984 09984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986

3 09987 0.9987 0.9987 09988 0.9988 09989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990

3.1 09990 0.9991 0.9991 09991 09992 09992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993

32 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995 0.9995
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> Dichte ist symmetrisch zu w:

flp—x) =f(n+x)
w w ist Lage-, o ist Streuungsparameter

» Standardnormalverteilung:
N(0;1) mit Verteilungsfunktion ®(x) (— Tabelle 3)

» Kenntnis von ®(x), 1 und o geniigt, denn:
X~N(go) &= XEN0O;1) =

> Tabelle enthalt nur positive x: Deswegen

O(—x) =1— D(x)
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Beispiel:

Projektdauer X ~ N(39;2). 1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik

Wahrscheinlichkeit fiir Projektdauer zwischen 37 und 41 Wochen? 3. W-Theorie

Kombinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit

Lﬁsung: 6::::;\::lgli:len und
P(37 § X § 4]) — F(41) _ F(37) 4. Induktive Statistik
-o(85) - a() -
=0(1) - 0(-1)
=0(1) -0 -(1)]
=2.0(1)—1
=2.0,8413—1

=0,6826
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a) Modus xpmog: f(xmod) = f(x) flralle x
(i.A. nicht eindeutig, z.B. Gleichverteilung)

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik

Beispiele: 3. W-Theorie
. Kombinatorik
® Normalverteilung: xmod = 1 Zufall und Wahrscheinlichkeit
@ Diskrete Verteilung mit: Zulbvaraben und
¥ Verteilungsparameter
"
[U—Y X 0 ‘I 2 4. Induktive Statistik
os f(x) 1 1 1 = XMod = 1 Quellen
— 72 %
4 > Tabellen
% T T % Y
Amed = Xos

b) Median xmeq: F(xmed) = 3 bzw. kleinstes x mit F(x) > §
Beispiele:
o Normalverteilung: xpeq = 1
@ Diskrete Verteilung
oben: F(0) =1 <1, F(1)

3 1
1> 3 = XMed = 1
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) a-Fraktil xq: F(xq) = « (fiir stetige Verteilungen) *’

B

Beispiel: X ~N(0;1), Y~N(3;2)

X0,975
X0,025
Yo,025

Hinweise:

® XMed = X0,5

® Wenn x4 nicht vertafelt — Interpolation:

.ooa:
mit b-

1,96

= —X0,975 =-1,96

=2 X0,025 +3 =-0,92
—
-196

Xo A Xa + (Xb —Xa) -

groite vertafelte Zahl < «
kleinste vertafelte Zahl > «

Beispiel: X ~N(0;1); x0,6 ~

0,25 + (0,26 —

0,6-0,5987
0,6026—0,5987

0,25) -

gqnorm(@.025, mean = 3, sd = 2)
[1] -0.919928

0 001 002 003 004 005 006

050000 050399 050798 051197 051595 051994 052392
053983 054380 054776 055172 055567 055962 056356

057926 058317 058706 059095 059483 059871 060257

061791 062172 062552 062930 063307 063683 064058

065542 065910 066276 0. 067003 067364 067724

069146 069497 069847 070194 070540 070884 071226

072575 072907 073237 073565 073891 074215 074537

075804 076115 076424 076730 077035 077337 077637

078814 079103 079389 079673 079955 080234 080511

081594 081859 082121 082381 082639 082894 083147

084134 084375 084614 084850 085083 085314 085543

1 086433 086650 086864 087076 087286 087493 087698
12 088493 088686 088877 089065 089251 089435 089617
3 090320 090490 090658  0.90824 091149 091309
14 091924 092073 092220 092364 092507 092647 092785
5 093319 093448 093574 093699 093822 093943 094062
16 094520 094630 094738 094845 094950 095053 095154
17 095543 095637 095728 095818 095907 095994 096080
18 096407 096485 096562 096638 096712 096781 096856
097128 097193 097257 097320 097381 097441 097500

Kombinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und
Verteilungen

Verteilungsparameter
4. Induktive Statistik
Quellen

Tabellen

x—a

b—a

—=0,2533
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Statistik

m Ry = S
' ) Ve y

x= 4 ﬁ = X f ey
- X = i 0
¢

d) Erwartungswert E(X) bzw. o rel.
/,wou-sotuul.ﬁkw Uaufigh. .

- . .
;xif(m), falls X diskret X; v { 1 :“‘.” ”L;.‘:i (
E(X) =4 o ElXil=1-0842-0.2=42
J xf(x)dx, falls X stetig P (:‘f",,.l(%;é‘,x‘)’ ELx;]l>£)=%
- Oidale
Beispiel: Diskrete Verteilung mit Quellen
_— Tabellen

x 012 1 1 1
EX)=0-7+1-5+2.-2=1

LR B I AR
Beispiel: Fur eine exponentialverteilte Zufallsvariable X mit der Dichte
{?\ ce ™ fiirx 20

folgt
0 sonst 9

f(x) =

E(X) = ro x - f(x)dx = ?\Jw x-e Mdx = A [f%xe#"‘ - Joo 1. <f%e77\"> dx]

°° 1 1
——0—(-0-3) =3
0 )\ A 148
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. (4~ I -l" 2p*
L.r (4-p) +2p" =1p-1pte2p

[n.llx.mu&: X B(n;r) =D ﬁ(&]:nf ]

% foodxta

i T

° E(JO a

: gfx] = ] % f(x1dx =qu~ L dx
I J oo Il

2_‘(‘3 o)

Q
AR TE SIS S
i L

Buinpiel *  L- cimatnSionale Vu‘.

" o 2

0.3 005 005 | 0M4
[ oL [] 0.2
o 0.1 03 0.4

0.3 03y 03§
gen g[x,ﬂ
danu : &[@3} , E[,E0Y], E[x"]

P aQ YA

E(x1=-1-03¢0-0.35 42-0.3 = 0.Y
ELY] = 0-0.u+41-0.2 + 2-0.4y = 10
ELXM] = (-1 0.3+ 0% 038+ 2035 = 4%

ELY'1= o“oyqstmor+ 2 0=

ElX.Yl= -1.0-03 +0:0-0.05+2-0-00§
4(-1).1.9 r0:1-01+2:1-0
+-1.2:0 +0.2-0,4 t2:2-0.%

= ‘,L

Vaa[x1 = E0] - €063 = 1,3 - 04" s
Vs (Y] =E(YY] E"C‘f]-»t,z .0t =0

Cov [XY] = ELx Y] - ELQ Em
142-04-10 =038

gfxY1= Cov {x,x] \l Vm[*]'VN[Y]l
= o'ywl 1sy08 | ¥ 0¥


ste
Line

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
Line

ste
Line

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
Line

ste
Line

ste
Line

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
Line

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
Line

ste
Line

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
Line

ste
Line

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
Line

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
Line

ste
pen

ste
pen

ste
pen


Statistik
Etschberger — 552015

> Ist f symmetrisch bzgl. a, so gilt E(X)=a
Beispiel: f der Gleichverteilung symmetrisch
bzgl. &4 = E(X) = &

1. Einfiihrung

> Lineare Transformation: 2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie
E(a+bX)=a+b:EX) Kombinatorik

Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und
Verteilungen

» Summenbildung: e

4. Induktive Statistik

n n Quellen
E (Z Xi) = Z E(X:) Tabellen
i=1 i

i=1

Beispiel: X gleichverteiltin [0;10], Y~ N(1;1); Z=X+5Y

E(Z) = E(X+5Y) = E(X) +E(5Y) = E(X) +5-E(Y) = 1% 4 5.1 =10
> Unabhéangigkeit:

X, Y unabhdngig = E(X - Y) = E(X) - E(Y)
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2 Lix;-%)t

> Varianz Var(X) bzw. oZ:

D [Ixi —E(X)1*f(xi),  wenn X diskret

Var(X) = E(IX — E()12) = {
J [x — E(X)]%f(x)dx, wenn X stetig

—00

> Standardabweichung Sta(X) bzw. o: Sta(X) = y/Var(X)

R . . o1 2
Beispiel: Diskrete Verteilun x
? ORI
1 1 1 1
— _ 2 2 — 2, 0 — 2 2 = —
Var(X) = (0—1) 4+(1 1) 2+[2 1) =3

Beispiel: Fir eine exponentialverteilte Zufallsvariable X (Dichte siehe Erwartungswert) folgt
Var(X) = J (x —E(X))f(x)dx = AJ (x— 1) e Pxdx
o 0
Cax 2 00
—e M (e B (1) - -+ E)]

o ()

Statistik
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1. Einfiihrung
2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie
Kombinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und
Verteilungen

Verteilungsparameter
4. Induktive Statistik
Quellen

Tabellen
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» Verschiebungssatz:

Var(X) = E(X?) — [E(X)]2

Beispiel: Diskrete Verteilung * 01 2
flx) 7 7 2
E(X?) = 0% 3+12- 34221
_ 3
2
= EX)—[EXP = 3-12=1=Var(X)

» Lineare Transformation:

Var(a + bX) = b? Var(X)

» Summenbildung gilt nur, wenn die X; unabhangig! Dann:

n n
Var( Y Xi| =) Var(X)
= =

Statistik
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1. Einfiihrung
2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie
Kombinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und
Verteilungen

Verteilungsparameter
4. Induktive Statistik
Quellen

Tabellen
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Verteilung von X E(X) Var(X)
Binomialverteilung B(n;p) np np(1 —p)
Hypergeometrische Verteilung ~ ni ng MM
mit den Parametern N, M, n
Poisson-Verteilung P(A) A A
42

Gleichverteilung in [a; b] atb (b—a)

. 2 12
mita<b
Normalverteilung N(i; o) n o?
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1. Einfiihrung
2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie
Kombinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und
Verteilungen

Verteilungsparameter
4. Induktive Statistik

Quellen

Tabellen
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> Fir beliebige Zufallsvariablen X und ¢ > 0 gilt die
Ungleichung von Tschebyschow:

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik
Va r [X] 3. W-Theorie

82 Kombinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit

P(X—EX]|>¢€) <

Zufallsvariablen und

buidoiyge Takl>o e e
Beispiele: mishans  Kltiin ospa
4. Induktive Statistik
> X ist gleichverteilt mit Parametern a,b und ¢ = 1(a —b), Quellen
also E[X] = {(a+1b) und Var[X] = 5 (a —b)? Tabellen
(a—1b)? 32

= P(X~ Yatb) > Ya-b) < -

12 (a—b)2
» X~ B(100;0,2) und & = 10
damit: E[X] = 100 - 0,2 = 20 und Var[X] = 100- 0,2 - (1—0,2) = 16

16

= P(IX—20>10) < o

=0,16

153


ste
pen

ste
pen

ste
pen

ste
pen


» Kovarianz:

Cov(X,Y) =E[X—E(X))(Y—E(Y))]
=E(X-Y)—E(X)-E(Y)
(Verschiebungssatz)

desleriphive Sladislit -

> Korrelationskoeffizient: Bravass - Peosson - Korr. foefl.
Cov(X,Y
p(X,Y) = _ CoviXY)
V. v/Var(X) - Var(Y)

n rho
» Bemerkungen:
® p ist v nachgebildet = p € [-1;1]
® [p|=1 <= Y=a+bX (mit b#0)
® p=0 < X, Y unkorreliert

» Varianz einer Summe zweier ZV:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)

Statistik
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1. Einfiihrung
2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie
Kombinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und
Verteilungen

Verteilungsparameter
4. Induktive Statistik
Quellen

Tabellen
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0 Statistik: Einfiihrung
9 Deskriptive Statistik

9 Wahrscheinlichkeitstheorie

O induktive statistik

O indukiive statistik
Grundlagen
Punkt-Schétzung
Intervall-Schatzung
Signifikanztests



Grundlagen der induktiven Statistik

> Vollerhebung of unméglich,
> Deshalb: Beobachte Teilgesamtheit und schlieBe auf
Grundgesamtheit
Beispiel

Warensendung von 1000 Stiick; darunter M Stlick Ausschuss.
M ist unbekannt.

— Zufdllige Entnahme von n =30 Stiick (,Stichprobe®).
Darunter 2 Stiick Ausschuss.

Denkbare Zielsetzungen:

> Schatze M durch eine Zahl (zB. £ - 1000 = 66,67)
> Schatze ein Intervall fur M (z.B. M € [58;84])
> Teste die Hypothese, dass M > 50 ist.

Statistik
Etschberger — S52015
R &
) 7
)\

- T

Grundlagen
Punkt-Schitzung
Intervall-Schtzung

Signifikanztests
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