Statistik
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Signifikanztests bei einer einfachen Stichprobe = /@

Einstichproben o
ot
eka
1. Einfiithrung

2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie

G ist dichotom und

4. Induktive Statistik
5<Yx; <n—>5

pproximati Punkt-Schatzung
Intervall-Schatzung
Signifikanztests

Quellen

Tabellen

einfache °

Stichprobe o O > x 2 -Test fiir die Varianz
G ist

N (p, o)-verteilt

Approximativer Gauf3test

o

Hq: F geniigt
einem Verteilungstyp
(z.B. einer Normal-
verteilung)

(Umfangreichere Ubersicht iiber alle méglichen Félle siehe bamberg2011 Seite 171ff)
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> Gegeben: Einfache Stichprobe Xj,...,X, ~N(y;o0)

> Hypothesenpaare:

a) Ho: o? =0} Hi: o2 # 03

b) Ho: 02 =03 (oder o? =03), H;: 0% <o}

¢ Ho: 0> =03 (oder 0> <03), Hi: o >0}

i>| Vorgehensweise:

x=04 () Festlegen des Signifikanzniveaus «. Frobdile
der 70"(.“")
@) Festlegen des Verwerfungsbereichs:
x%:xu‘y, v B= [O;Xo‘/z) U (X]_“/Z;OO) im FaII a)
* 4%, =Xo,qg ¥ B = [0;x«) im Fall b)
B = (x1_«;00) im Fall ¢)

© Berechnung des Testfunktionswertes:

Statistik
Etschberger — 552015

)L‘w
1. Einfiithrung
2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
Grundlagen
Punkt-Schatzung
Intervall-Schatzung
Signifikanztests

Quellen

Tabellen
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Statistik
Etschberger — 552015

Beispiel: G ~ N(u; o)  ~
(X1, -+, %10) = (2100;2130;2150;2170;2210;2070;2230;2150;2230;2200)

1. Einfiihrung

Prife Ho: 0 =40, H;: o #40 zum Signifikanzniveau o = 0,1 2. Deskriptive Statistik

mu& rosle :
L hiw ~q2q 3. W-Theorie
M 2 f" d' H h ” . a\n— 1 2 3 4 s 6 7 8 9
Losung: x~-Test fur die Varianz, Hypothese Fall a); dor
. 0.005 000 001 007 021 041 068 099 134 173
rl 0.01 000 002 011 030 055 087 124 165 209
Voraussetzungen sind erfullt s ok oo om e om Th i A i
0.05 000 010 035 071 115 164 217 273 333
0.1 002 021 058 1.06 161 220 283 349 4.7
02 006 045 1.01 165 234 307 382 459 538
025 010 058 121 192 267 345 425 507 590
o X = 0 1 04 028 102 187 275 366 457 549 642 736
) 05 045 139 237 336 435 535 635 734 834

075 132 277 411 539 663 784 904 1022 1139

2 . _ — . _ — Te4 322 464 72 103 1224
@ x7(9): xg =%0,05 =3,33; x1-5 =x0,05 = 16,92 % 14z om e ow o e
(Tabelle der x2-Verteilung)

095 384 599 781 949 1107 1259 1407 1551 1692

10 #%85/70
B = [0;3,33) U (16,92; 00) Yooy

@ x

Vv =

75 (2100 + 2130 + - - - 4 2200) = 2164
4# [(2100 —2164)2 + - - - + (2200 — 2164)?] = 16,65
= v ¢ B = Hj nicht verwerfen
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» Situation: In Grundgesamtheit G: Zwei verbundene einfache
Stichproben, also Beobachtung zweier Merkmale X, Y

> Hypothese:

Ho : Die beiden Merkmale X und Y sind in G unabhangig.
H; : Xund Y sind in G abhangig.

Vorgehensweise Kontingenztest:

() Festlegen des Signifikanzniveaus o.

@ Unterteilung der x-Achse in k > 2 und die y-Achse in 1 > 2 disjunkte,
aneinander angrenzende Intervalle A4, ..., Ay bzw. By,...,B;

© Erstellen einer Kontingenztabelle mit Randhaufigkeiten:

x} y— B B, By

A hi1 hiz hit hie

Az ha1 hy hay hae

A hkr hka hkt hke
he1 he2 het n

Statistik
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st

1. Einfilhrung
2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
Grundlagen
Punkt-Schatzung
Intervall-Schatzung
Signifikanztests

Quellen

Tabellen
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Vorgehensweise Kontingenztest (Fortsetzung):  Awwhl il Qj@

{ 4
@ Mit dem Fraktilswert x;_, der x2-Verteilung mit (k—1) - (1—1)
Freiheitsgraden: Berechnung des Verwerfungsbereichs T awtau Spakien 1 nfihng
2. Deskriptive Statistik
B — (X]fm; 00) 3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
Grundlagen

© Zu jeder Kombination ausi=1,...,kund j =1,...,1: Berechnung
der GroRe

Punkt-Schatzung
Intervall-Schatzung
Signifikanztests

Quellen

. . Tabellen
fyy = =

@ Ablehnung von Hy genau dann, wenn v € B.
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Zwei verbundene einfache Stichproben: Kontingenztest

Kontingenztest: Beispiel

> 400 Erstkandidaten einer praktischen
Fuhrerscheinprifung schneiden
abhéngig von der besuchten Fahrschule
folgendermallen ab:

Fahrschule
A B C
bestanden 130 88 62

durchgefallen 70 38 12

> Zum Signifikanzniveau von 5 % soll
getestet werden, ob das Bestehen der
Prifung unabhéngig von der besuchten
Fahrschule ist.

Testdurchfiihrung
Signifikanzniveau & = 5%

entféllt, da Skalenniveau nominal

Kontingenztabelle:

A B C ¥

best. 130 88 62 280
durchg. 70 38 12 120

> 200 126 74 400

Statistik
Etschberger — 552015

Berechnung der hy;:

A B C

best. 140 882 518
durchg. 60 378 22,2

Grundlagen

Punkt-Schitzung

Intervall-Schatzung

x2-Verteilung mit
(3—1)-(2—1) = 2 Freiheitsgraden:
X1-0,05 = X0,95 = 5,99:

Signifikanztests

B = (5,99;00)
.. Band

_ 2 + <

v = (130 —140)7 F... o s
140 v

(12—22,2)?
222
~ 9,077

v € B: Also wird H, abgelehnt, die
Prufungsergebnisse sind abhangig von
der Fahrschule.
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Statistik: Einfiihrung

Deskriptive Statistik

Wabhrscheinlichkeitstheorie

Induktive Statistik

Datenanalyse Einleitung

Reprdsentation

Klassifikation

Bildquelle: Newton (2007)

@ Reprdsentation
Einfihrung
Hauptkomponentenanalyse
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Ziele der Reprdsentation

» Anordnung der Objekte in einem moglichst niedrig dimensionierten 1. Einfiihrung
Raum, 2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie

> so dass die relative Lage der sich ergebenden Punkte (Objekte) die
Ahnlichkeit der Objekte angemessen beschreibt.

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

» Aufdeckung von i
Gruppierungen |eiChter Hauptkomponentenanalyse
(Kontrolle einer Klassifikation)

ADimension 2

» Durch Interpretation der
Achsen evtl. Aufschluss Gber
den Grund der Lage
bestimmter Objekte

Dimension 1

Y

200



Reprasentation

Varianten der Reprdsentation: Hauptkomponentenanalyse

» Berechnung der Reprdsentation aus
Varianz-Kovarianz-Strukturen der Datenmatrix

Hauptkomponentenanalyse
— X

A = (Qik)nxm = (Xik)nxq

2.3, 205x4S 205 x L

> Vorgehen: Datenmatrix wird direkt verarbeitet

> Problem: Lassen sich die m quantitativen Merkmale sinnvoll
durch g (meist 2 oder 3) sogenannte Faktoren ersetzen?

> Voraussetzung: Datenmatrix darf nur metrische Merkmale
enthalten

Typische Fragestellungen der Hauptkomponentenanalyse in der
Marktforschung

> LaBt sich die Vielzahl der Eigenschaften, die die Kaufer einer Marke
als wichtig empfinden, auf wenige komplexe Faktoren reduzieren?

» Wie lassen sich darauf aufbauend die verschiedenen Marken anhand
dieser Faktoren beschreiben?

Statistik
Etschberger - 52014

Einfiihrung
Hauptkomponentenanalyse
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require(FactoMineR) decathlon$Long.jump = 10 - decathlon$Long.jump

data(decathlon) decathlon.pca = prcomp(decathlon[,1:10], scale=TRUE)

summary (decathlon) round(decathlon.pcassdev, 3)

#H 100m Long. jump Shot.put ## [1]1.809 1.318 1.185 1.028 0.828 0.774 0.672 0.630

## Min.  :10.4 Min. :6.61 Min. :12.7 ## [9] 0.463 0.427 1. Einfiihrung

## 1st Qu.:10.8 1st Qu.:7.03 1st Qu.:13.9 -

## Median :11.0 Median :7.30 Median :14.6 biplot(decathlon.pca,cex=0.5) 2. Deskriptive Statistik
## Mean :11.0 Mean :7.26 Mean :14.5

## 3rd Qu.:11.1 3rd Qu.:7.48  3rd Qu.:15.0 Casarsa 3. W-Theorie

## Max. :11.6 Max. :7.96 Max. :16.4 s

#H High. jump 400m 11@m.hurdle 4. Induktive Statistik
## Min.  :1.85 Min. :46.8 Min. :14.0

## st Qu.:1.92  1st Qu.:48.9 1st Qu.:14.2 so0m e et 5. Datenanalyse

## Median :1.95 Median :49.4 Median :14.5 o 6. Reprasentation
##  Mean :1.98  Mean :49.6  Mean :14.6 Long jumo HOMRTD Setve

## 3rd Qu.:2.04 3rd Qu.:50.3 3rd Qu.:15.0 T o Efllimers)

## Max. :2.15 Max. :53.2 Max. :15.7 ~ o Hauptkomponentenanalyse
[ Discus Pole.vault Javeline € o burcuonon e o .

## Min.  :37.9 Min. :4.20 Min. :50.3 ° avamess o o

## 1st Qu.:41.9 1st Qu.:4.50 1st Qu.:55.3 o™

## Median :44.4 Median :4.80 Median :58.4 sege B

## Mean  :44.3 Mean :4.76 Mean :58.3 « o T

## 3rd Qu.:46.1 3rd Qu.:4.92  3rd Qu.:60.9 < . VS e

##  Max. :51.6  Max. :5.40  Max. :70.5

## 1500m Rank Points

## Min.  :262 Min. : 1.0 Min. :7313 e

## st Qu.:27 1st Qu.: 6.0 1st Qu.:7802 T T T T

## Median :278 Median :11.0 Median :8021 02 00 02 04

## Mean  :279 Mean :12.1 Mean  :8005 PC1

## 3rd Qu.:285 3rd Qu.:18.0  3rd Qu.:8122

##  Max. :317  Max. 128.0  Max. 18893

H## Competition

## Decastar:13

## OlympicG:28

##

##

#H

#H 202



Varianten der Reprdsentation: Mehrdimensionale Skalierung
> Berechnung der Reprédsentation aus der Distanzmatrix

MDS

P D = (dinxn =3 X = (Xudnxg

A= (aik)nxm

> Meistens: q € {1,2,3}
> Datenmatrix wird nicht direkt verarbeitet; Umweg tGber
Distanzmatrix

> Keine Anforderung an das Skalenniveau der Merkmale

Typische Fragestellungen der MDS in der BWL:

> Welche Produkte einer Gruppe sind sich ahnlich/unahnlich?

> Inwieweit entspricht das eigene Produkt den Idealvorstellungen der

Konsumenten?
> Welches Image besitzt eine bestimmte Marke?

» Hat sich die Einstellung der Konsumenten zu einer Marke in den
letzten Jahren verandert

Statistik
Etschberger - 52014

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Reprasentation
Einfuihrung

Hauptkomponentenanalyse

203



Statistik

Hauptkomponentenanalyse: Idee Etschberger - 552014

Faktorenanalyse: Grundlegende Idee

> Welche Aussagen lassen sich Gber die Struktur des
Zusammenhangs von Merkmalsvariablen treffen?

> |dee: Darstellung der Struktur in den Daten durch paarweise
Korrelationen

Einfiihrung

> Bei m gemessenen Merkmalen gibt es w Korrelationen ~ Heuwtemponenienansse

» m groB3: Analyse des gesamten Variablenkomplexes dann oft
schwierig.

» Einschrankung: HKA ist bivariate Analyse; betrachtet also nur
jeweils den Zusammenhang je zweier Variablen; Beziehungen
zwischen mehr als zwei Merkmalen werden nicht
bericksichtigt



Hauptaufgaben Statistik

Etschberger - 52014

Hauptaufgaben der Faktorenanalyse

> Extraktion von hypothetischen Merkmalen, den sog. Faktoren,
aus den Merkmalen und ihren Beziehungen

> Also: Korrelierende Merkmale werden zu Merkmalspaketen
zusammengefasst (Faktorenextraktion)

Einfiihrung

» Damit Reduktion der Komplexitat in den Ausgangsdaten:
Anstelle von m Variablen wenige Faktoren

Hauptkomponentenanalyse

» Dabei: Moglichst wenig Informationsverlust

» Durch Datenkompression: Evtl. leichtere Interpretation und
Ubersicht

> Auflerdem: Faktoren sind konstruktionsbedingt unkorreliert
und damit qualifiziert als Ausgangsbasis fur
korrelationssensible Verfahren (z.B. Regression)



Hauptkomponentenanalyse Statistik

Etschberger - 52014

> Bevorzugte Variante der Faktorenanalyse bei metrischen
Datenmatrizen: Hauptkomponentenanalyse.

> Dabei unterstellt: Lineare Beziehung zwischen den
urspriinglich erhobenen und den neu zu bestimmenden
hypothetischen GréBen (Faktoren).

» Damit: Merkmalsvektoren a* (Spaltenvektor) lassen sich als
Linearkombination von q Faktoren x', ..., x9 (Spaltenvektoren)
darstellen.

Einfiihrung

Hauptkomponentenanalyse

> Im Falle ¢ = m immer méglich:

m
ak =Zﬁdxi (k=1,...,m)
i=1
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Faktoren und Ladungsvektoren

> Matriziell: A = X - FT bzw. mit Koeffizienten:

1. Einfiihrung

o o o X11 . X1gq 2. Deskriptive Statistik
09 Ui 3. W-Theorie
f11 e fia e fa 4. Induktive Statistik
ail ce Aim = . “. . 5. Datenanalyse
. Xik . . . . .
1 q e fkq coo fmq 6. Représentation
Einfiihrung
an1 ccr Onm . . ) Hauptkomponentenanalyse
Xn1 cot Xngq
> Mit:
xip als Faktorwert fip als  Faktorladung
xP als Faktor f als Ladungsvektoren
X als  Faktorwertematrix F als  Faktorladungsmatrix

> Damit: Ein Objekt i, dargestellt durch die Zeile i der Datenmatrix A
wird nun mit Hilfe der Zeile i der Faktorwertematrix X
reprdsentiert

207



Hauptkomponentenanalyse: Informationsgehaltt Statistik

Etschberger - 52014

> Problem: Ist diese Darstellung ohne grof3en
Informationsverlust moglich?

» Dazu nétig: Mal3 fuir den Informationsgehalt einer Daten- bzw.
Faktorwertematrix

> Also: Kovarianzmatrizen S = Cov(A) und C = Cov(X) als
Basis fur Informationsmaf

» Ubliche Annahme: Informationsgehalt von ptwns
) T ——
Merkmalen/Faktoren ist umso groBer, je groBer die Varianz
dieser Merkmale/Faktoren ist.

» Damit: Maf fir Gesamtvariabilitat aller Merkmale/Faktoren
Uber Summe der Varianzen aller betrachteten
Merkmale/Faktoren

> Spur(S) bzw. Spur(C) ermdoglicht so einen Vergleich des
Informationsgehaltes der beiden Matrizen.
(Summe der Varianzen entspricht Spur der Kovarianzmatrix)
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Berechnung des Informationsgehaltes

> Fur Datenmatrix A: Kovarianzmatrix S = (Sx1)mxm:

1. Einfiihrung

] n -I n 2. Deskriptive Statistik
Skl = — z (aix — ax)(ap —au) mit  ay = — Aix R
i=1 i=1 4. Induktive Statistik

5. Datenanalyse

> Mal fur die Gesamtinformation von A: 6. Reprisentation

Einfiihrung
m 1 n m
— § _ § § 2
Spur S = Skk = — alk—ak
n
k=1 i=1k=1

Hauptkomponentenanalyse

> Analog flir Faktorwertematrix X: Kovarianzmatrix C
= (cxt)gxq und Spur(C):

q n q
Spur(C) = Z Cxk = % Z Z(Xik —%x)?

k=1 i=1k=1

209
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Alles

Smenles
Vo
22 5
25 ] O 1. Einfiihrung
> Gegeben: Datenmatrix A = | 21 4 2. Deskriptive Statistik
28 ]3 3. W-Theorie
24 8 4. Induktive Statistik

5. Datenanalyse

> A soll mit Hilfe zweier unterschiedlicher Faktorkombinationen T
reprasentiert werden Einfihnung

Hauptkomponentenanalyse

> Faktorkombination 1 bzw. 2 ist dabei gegeben durch die
Faktorladungsmatrizen F’ bzw. F” gemaf}

, (0,6 0,8 v (0,2 0,2

F _<0,8 —06) P Fi=los —05

> Frage: Wie gut sind die beiden daraus resultierenden
Reprasentationen?
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Beispiel - Berechnung Kombination 1
Berechnet man fiir die Matrix A die Kovarianzmatrix S und die
Spur S, so ergeben sich folgende Werte:

Voa 4. Mukual

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik

% 8 Cov ("‘:D‘) 3. W-Theorie
S — (8 10 8) é Spur(s) — 6 + ]0,8 — 16’8 4. Induktive Statistik
¥ 1 st S
Mit Hilfe der Faktorladungsmatrix F/ und X = A - (F'T)~! ergibt v
sich far X’ folgendes: Haupllomponemenarelyse
17,2 14,6

23 14 sowie C = <
X'=1158 144
27,2 14,6
20,8 144

16,752 —0,064
—0,064 0,048

= Spur(C) = 16,752 + 0,048 = 16,8
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Représentation: Beispiel 1 tatistk

Etschberger - 52014

Beispiel - Interpretation Kombination 1

Mit Hilfe der neuen Reprasentation kann die Objektmenge ohne
Informationsverlust dargestellt werden.
(Spur S = Spur C =16,8)

Die neue Darstellung hat darliber hinaus den Vorteil, dass die

entstandenen Faktoren (hahezu) unkorreliert sind, wahrend die Enfchrung
urspriinglichen Merkmale eine hohe Korrelation aufweisen. Es gilt S
namlich:

— Korrelation (a', a?) = 0,9938

— Korrelation (x',x?) = —0,0714
Beschrankt man sich auf eine Darstellung der Objekte mit Hilfe des
ersten Faktors, so konnen immerhin noch c”mf]cn ~ 99,71% der
Informationen dargestellt werden.

Bsp. 16,92
16.9S2¢ o.0ug
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Beispiel: Graphik der Datenmatrix mit Faktorladungen von F’

Merkmal 2

4 / 1. Einfithrung

2. Deskriptive Statistik

;2\,1) 3. W-Theorie
fg\\ N 0 6 o 8 4. Induktive Statistik
N ’
/ ) )
N . l’ = 5. Datenanalyse
N 0,8 —0 6)
b )

6. Représentation
10 Einfihrung

Hauptkomponentenanalyse

o)
5 -
()
22
20 22 24 25 26 28 30 Merkmal 1

Allo .
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Beispiel: Graphik der Datenmatrix mit Faktorladungen von F’

Faktor 2

A

1. Einfiihrung

15 2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie

4. Induktive Statistik

5. Datenanalyse

6. Représentation
Einfiihrung
10 Hauptkomponentenanalyse

14 16 18 20 22 24 26  Faktor 1

214
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Beispiel - Berechnung Kombination 2 F' = <0’9 0,2 )

0,8 —0,5

1. Einfiihrung

> Wie oben bereits erwdhnt ergibt sich fir die Matrix A die
Kovarianzmatrix S und die Spur(S) wie folgt:

2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie
6 8 4. Induktive Statistik
— e — 5. Datenanalyse
5= (8 10,8) = SpurS)=6+108 =168 S
> Mit Hilfe der Faktorladungsmatrix F” und X = A - (FT)~! TEE—

ergibt sich fur X" folgendes:

19,67 21,47
23,77 18,03 sowieC:<
X" =11852 21,63
27,21 17,54
22,29 19,67

9,49 501
501 2,87

= Spur(C) = 9,49 + 2,87 = 12,36
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Beispiel - Interpretation Kombination 2

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik

> Mit Hilfe dieser zweiten Reprasentation kann die Objektmenge
nicht ohne Informationsverlust dargestellt werden.
(Spur S = 16,8 und Spur(C) = 12,36)

3. W-Theorie
4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Reprisentation

> Die neue Darstellung hat dariiber hinaus den Nachteil, dass Ve
die entstandenen Faktoren fast genauso hoch (absolut) Hauptiemponertanense
korreliert sind wie die urspriinglichen Merkmale. Es gilt
namlich:
e Korrelation (a', a?) = —0,9938

e Korrelation (x',x?) = —0,9597

> Somit stellt sich also die Frage, wie die Reprasentation und
damit die Faktorladungsmatrix F optimal gewdhlt werden soll.
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Beispiel: Graphik der Datenmatrix mit Faktorladungen von F’

10

\

Merkmal 2

Statistik
Etschberger - 52014

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie

4. Induktive Statistik

5. Datenanalyse

6. Représentation

10 - (Fi'

JTERY
Ti2)

Einfithrung
Hauptkomponentenanalyse
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Beispiel: Graphik der Datenmatrix mit Faktorladungen von F”

Faktor 2
A 1. Einfiihrung
2. Deskriptive Statistik
24 3. W-Theorie
4. Induktive Statistik
22 o 5. Datenanalyse
° 6. Représentation
Einfiihrung
2 0 Hauptkomponentenanalyse
L]
18 o
°
16
14

14 16 18 20 22 24 26 Faktor 1
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Satz 1 der Hauptkomponentenanalyse 1. Einfiihrung
Sei A = X-F" und F orthogonal (d.h. FT - F = F-F' = E), dann gilt: ~ ~ """
3. W-Theorie
o Spur S= Spur C 4. Induktive Statistik
9 C = FT . S . F 5. Datenanalyse

6. Représentation
Einfiihrung
Hauptkomponentenanalyse

Bemerkungen:
> Spur S = Spur C « Information bleibt erhalten
» Forthogonal= A=X-FT A . F=X-FT-F=X

> e = %' - S- £%, d.h. der durch den Faktor x¥ erklirte Anteil
der Varianz hangt nur von f* ab.

ror'lhoqmn,l = FT=f"
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Hauptkomponentenanalyse: Problem der Faktorenwahl

» Ziel der HKA: Merkmalsreduktion, d.h., man mochte mit wenigen,
unkorrelierten Faktoren auskommen und trotzdem einen Grof3teil der
Information darstellen.

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik

» Die durch die Faktoren erklarten Varianzanteile sollen mit 3. W-Theorie
wachsendem Index abnehmen, d.h., Faktor x' soll den 4. Induktive Statistik
gréBtmaglichen Varianzanteil erklaren, Faktor x? den zweitgroRten 5. Datenanalyse
Anteil ... 6. Reprasentation

Einfiihrung
> Also:ci1 > €22 > €33 > ... > cqq fur g<m T ——
> Optimierungsproblem: . (16’752 —0,064)
— \—0,064 0,048
cmax.':n:max1“1T~S~f1 mitf1T~f1:1 ’ ’
g maxcu:maxsz~S~f2 mit £2° .2 =1 und £2' -1 =0 . 0,6 0,8
cen - 0)8 _0)6

> Oder Allgemein: Optimierungsproblem (x):

max cie = max £ - S % mit &' < =1
und L =0 fiurl=1,...k— 1
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Hauptkomponentenanalyse Erschbone 552014

Satz 2 der Hauptkomponentenanalyse

Die Losung der Optimierungsprobleme (x) impliziert folgendes
Eigenwertproblem von S:

(S—A-E)-f=0

Einfuhrung

Hauptkomponentenanalyse

C11,€22,C33y...,Cmm > O sind Eigenwerte von S
£ F2 . f9 mit £ < =1, . fL = 0(1 #£ k) sind
Eigenvektoren von S
C11 0
Fir die Matrix C gilt: C =
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Konsequenzen aus Satz 2 der HKA

A:XFT —X=A-F 1. Einfiihrung

—s Faktoren x' = A - f! seey XM =AM 2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

C ist Diagonalmatrix 4. Induktive Statistik

— Faktoren sind paarweise unkorreliert. 5. Datenanalyse

6. Représentation

, ..., X" derart, dass Einfirung

Hauptkomponentenanalyse

Numerierung der Faktoren x!

M=c12>2A=c2>...2Ax =Cnm =0

— x! erklart mit A1/ > A den groften Anteil der Varianz
— x? erklart mit Az/ 5 Ay den zweitgréBten Anteil ...

Bewertung des Informationsverlustes einer Merkmalsreduktion
auf g < m Faktoren

b(q) =1 Afede — [1— frbetoas | ¢ [0,1] und b(m) = 0



Vorgehensweise der HKA

Datenmatrix A, maximaler Informationsverlust by

Berechne Kovarianzmatrix S

Lose Eigenwertproblem (S—A-E)-f =0
M=cn12>2A=c22...2 A =Cmm =0

(F1,f2,...,f™) =F

Bestimme q minimal, so dass b(q) = 1 — 3024 < by

Ladungsmatrix Fq = (f', f2,...,f9)

Faktorwertematrix Xq = A - Fq = (x',x?,...,x9)

Statistik
Etschberger - 52014

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation
Einfiihrung
Hauptkomponentenanalyse
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Beispiel 1 - Hauptkomponentenanalyse

Fur die Produkte Py, P2, P3 und P4 konnten bezliglich der Merkmale
M1, M, und M3 folgende Werte erhoben werden:

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik

5. Datenanalyse

N O© o O
o A~ 0O
o O K~ O

6. Reprisentation
Einfihrung
Hauptkomponentenanalyse

» Berechnen Sie die Kovarianzmatrix der Merkmale und interpretieren
Sie diese.

> Losen Sie das zugehdrige Eigenwertproblem und interpretieren Sie
die Ergebnisse.

» Bestimmen Sie die Faktorwertematrix und stellen Sie diese
zweidimensional dar.

> Betten Sie die urspriinglichen Merkmalsvektoren in den
Faktorwerteplot ein.



Farben = c("#dd100070",

# Beispiel 1 HKA
A <- data.frame(
al=c(6,8,0,2),
a2=c(0,8,4,8),
a3=c(0,4,0,8))

Q

© A 0N
)

H o H
H oFH R H
AW =
N ® oo =
0o hOw

S <- cov(A)*3/4
S

## al a2 a3
## al 10 0 0@
## a2 011 9
## a3 0 9 11

F <- eigen(S)$vectors

round(F, 3)

i [,11 0,21 1,31
## [1,]1 0.000 1 0.000
## [2,]1 0.707 0 -0.707
## [3,] 0.707 0 0.707

"#1000dd70’ u Beispiel 1 HKA

<- eigen(S)$values

## [1] 20 10 2

A.pca <- princomp(A)
summary (A.pca)

## Importance of components:

#H Comp.1 Comp.2 Comp.3
## Standard deviation 4.472 3.1623 1.4142
## Proportion of Variance 0.625 ©.3125 0.0625
## Cumulative Proportion  0.625 ©.9375 1.0000

biplot(A.pca, col=Farben)

Statistik
Etschberger - 52014

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

© al 2

=

=

3

1

o

S
T
£ 2 a2
8

o

S

7

4

=

¢

=3

? 3

-06 04 02 00 02 04 06
Comp.1

Hauptkomponentenanalyse

225



Statistik
Etschberger - 52014

Beispiel 2 - Hauptkomponentenanalyse

Gegeben ist die folgende Datenmatrix:
1. Einfiihrung

-9 -9 1 2. Deskriptive Statistik
3 1 7 3. W-Theorie
A = 16 16 —2 4. Induktive Statistik
—-12 —-11 20 5. Datenanalyse
_ _ 6. Représentation
0 2 1 Einfithrung

Hauptkomponentenanalyse

» Berechnen Sie die Kovarianzmatrix der Merkmale und interpretieren
Sie diese.

> Losen Sie das zugehdrige Eigenwertproblem und interpretieren Sie
die Ergebnisse.

» Bestimmen Sie die Faktorwertematrix und stellen Sie diese
zweidimensional dar.

> Betten Sie die urspriinglichen Merkmalsvektoren in den
Faktorwerteplot ein.
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# Beispiel 2 HKA # Beispiel 1 HKA
S=cov(A)*(n-1)/n L <- eigen(S)$values
pairs(A,pch=19,col="blue") L
F <~ eigen(S)svectors ## [1] 218.6208 36.2523  0.5579
round(F ’ 3) : ’ . 1. Einfiihrung
i (11,21 [,3 A.pca < princomp(A) 2. Deskriptive Statistik
# 11,1 -0.660 0.252 0.708 summary (A.pca) A
## [2,] -0.633 0.320 -0.705 ## Importance of components: ) -
H## [3,] 0.405 9.913 0.052 #h Comp.1 Comp.2 Comp.3 4. Induktive Statistik
## Standard deviation 14.7861 6.0210 0.746909 5. Datenanalyse
o o s s ## Proportion of Variance 0.8559 0.1419 0.002184 6. Reprisentation
: ## Cumulative Proportion ©0.8559 0.9978 1.000000 Efitimmg
var 1 . 0 : biplot(A.pca, col=Farben) Hauprkomponentenanlyse
: 5 " K .
N K var 2 L. < Vs
al. . i
" = e 2
. var 3 # .
o e swm T S
c?'
¢ s
$ 1
227
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# Beispiel 2 HKA
A = MyDatal,c(1,2,4:8,10:12)]
str(A)

## 'data.frame': 205 obs. of 10 variables:

# $ Alter :int 21 20 19 20 20 24 20 27 23 21 1. Einfiihrung

## $ Groesse  : int 173 164 172 168 169 185 170 165 184 178 ... Dt STt
##$ AlterV :int 54 57 49 45 43 54 49 53 52 55 ... )

#H$ AlterM :int 51 57 58 49 42 52 53 53 48 55 ... SlWhsers

## $ GroesseV :int 187 172 193 185 182 179 182 175 182 180 ... 4. Induktive Statistik
## $ GroesseM : int 170 166 162 164 164 163 172 165 175 168 ... o

## $ Geschwister: int 1033522121 _

## $ AusgKomm : num 156 450 240 35.8 450 250 100 300 450 1300 ... P ssrtation

## $ AnzSchuhe : int 17 22 151522 8 20 10 3 7 ... BT

. Hauptkomponentenanalyse
## $ AusgSchuhe : int 50 500 400 100 450 90 250 200 300 200 ...
MD.pca = princomp(A, cor=TRUE)

summary (MD.pca, digits=3)

## Importance of components:

#i# Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4

## Standard deviation 1.4558 1.3194 1.2384 1.0462

## Proportion of Variance 0.2119 0.1741 0.1534 0.1095

## Cumulative Proportion ©.2119 0.3860 0.5394 0.6488

## Comp.5 Comp.6 Comp.7 Comp.8
## Standard deviation 0.96679 0.91429 0.77335 0.71009
## Proportion of Variance 0.09347 0.08359 0.05981 0.05042
## Cumulative Proportion ©.74231 0.82590 0.88571 0.93613
## Comp.9 Comp.10

## Standard deviation 0.64469 0.47232

## Proportion of Variance 0.04156 0.02231 228



# Beispiel 1 HKA

Farben = c("#dd100060", "#1000ddff")

biplot(MD.pca, col=Farben, xlim=c(-0.172,0.25), ylim=c(-0.17,0.16))

0.10
L

Comp.2
-0.05 0.00

-0.10

-0.15

Groesse

8¢

'A gSchuhe

AnzSchuhe

Alterv

Alter AlterM

-0.1 0.0 0.1
Comp.1

0.2
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1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Reprisentation
Einfihrung
Hauptkomponentenanalyse
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Interpretationshilfen

> Aussage iiber den Zusammenhang 1y, zwischen den urspriinglichen

Merkmalen a* und den Hauptkomponenten (Faktoren) xP z.B. wie folgt:
1. Einfiihrung

7 i ( )( ) 2. Deskriptive Statistik
- ajx — a.x Xip — X.p .
. n'i.:1 k:1,...,m 3. W-Theorie
kp = o -
P \/ﬁ\/@ ) p= ‘I, RN | 4. Induktive Statistik

5. Datenanalyse

> Korrelationskoeffizient 1y,: Zusétzlicher Anhaltspunkt bei der Interpretation . )
. 6. Représentation
der Analyseergebnisse Einfuhrung

Hauptkomponentenanalyse

Kommunalitdten

> Mit Korrelationskoeffizienten ri,,: Anteil der auf die ersten q Faktoren
(p =1,..., q) Ubertragene Information des k-ten Merkmals a* berechenbar

» Dazu: Kommunalitat ki mit

q
k=) Th, € [0 fur k=1,...,m
p=1

> ky gibt an, wieviel Prozent der Informationen des (standardisierten) Merkmals
a¥ noch in den Faktoren x .. .x9 enthalten sind.

230
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Wahl der Reprasentationsdimension

Allgemeingiiltige Kriterien zur Bestimmung einer
problem-addquaten Reprasentationsdimension q sind nicht
bekannt. Man kann sich aber an den folgenden Regeln orientieren:

> Man wahlt ein q aus, bei dem man bei weiterer Reduktion der
Faktorenzahl einen verhaltnismaBig hohen zusatzlichen enfihrung
Informationsverlust hatte (Ellenbogenkriterium). Liapiionponerieranyss

> Man wahlt ein minimales g > 1 mit b(q) < bmax, d.h. ein q
mit maximal zu akzeptierendem Informationsverlust , (mit z.B.:
bo = 10% oder by = 25%).

» Man wahlt ein maximales ¢ < m mit
Aq > (A1 +...+An)/m, d.h. man gibt vor, dass jeder Faktor
mindestens die durchschnittliche Merkmalsvarianz erklaren
soll (Kaiser-Kriterium).
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SchluBbemerkungen zur Hauptkomponentenanalyse

> Die HKA hat einige Vorteile:

> Statt Untersuchungsobjekte durch kaum tbersehbare und
hochkorrelierte Merkmalsbatterien zu beschreiben, gelangt man zu
wenigen und wichtigen und weitgehend orthogonalen
Dimensionen des Merkmalsraumes,

» in dem Untersuchungsobjekte anhand ihrer Faktorwerte positioniert
sind

Einfiihrung

Hauptkomponentenanalyse

Fehlinterpretationsmoglichkeiten |

> Die HKA projiziert mit Hilfe einer linearer Abbildung

o die m-dimensionalen Untersuchungsobjekte (unter Verwendung der
Matrix Xq) und
e die m Merkmale a¥ (unter Verwendung der Matrix Fq)

in einen gemeinsamen g-dimensionalen Teilraum.

> Deswegen: Sowohl die Objekte als auch die Merkmalsvektoren
durfen nur relativ zueinander interpretiert werden.

> Absolute Aussagen Uber die Lage der Objekte hinsichtlich der
einzelnen Merkmalsvektoren gelten nur approximativ.
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Fehlinterpretationsmaglichkeiten Il

> Wesentlich: Zahl und Art der Merkmale, die in die FA eingehen. Aus
den entsprechenden Gleichungen wird deutlich, da8 auf einem
Faktor jene Merkmale hoch laden, die auch hoch korreliert sind.
Wenn ein Faktor durch sehr viele gleichartige Merkmale vertreten ist,
so laden diese auch hoch auf ihm.

> Die Extraktion des ersten Faktors nach dem Kriterium des hochsten
Varianzbeitrages wird dann als bedeutendsten Faktor jenen
prasentieren, der durch viele Merkmale vertreten ist.

Einfiihrung

> Damit zeigt sich aber, daB3 die FA fir sich allein genommen nicht in Hauptkomponentenanalyse
der Lage ist, die Wichtigkeit von Merkmalsbereichen zu ermitteln
(— Conjointanalyse)
> Bei Wahl von Merkmalen aus unterschiedlichen Bereichen (z.B.
soziodemographische und psychographische Merkmale), so kommt
es vor, dass die unterschiedlichen Merkmale auf ein und denselben
Faktor laden. Interpretation des Faktors dann wenig sinnvoll bzw.
schwierig.

» Gangig: Faktoren nach dem am héchsten ladenden Merkmalen
benennen (Leitvariablenkonzept). Fihrt unter Umstanden zu einer
Vernachlassigung relevanter Informationen fur die Beschreibung der
Untersuchungsobjekte. 2
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Kovarianz- oder Korrelationsmatrix?

> Die Hauptkomponentenanalyse kann statt mittels der
Kovarianzmatrix von A auch auf Basis der Korrelationsmatrix von A
durchgefihrt werden.

> Aber: die Eigenwerte und Eigenvektoren der Kovarianzmatrix kénnen
nicht in die der Korrelationsmatrix Gberfiihrt werden und geben
deshalb unterschiedliche Informationen. Einfohrung

. . . Hauptkomponentenanalyse
> Vorteile der Korrelationsmatrix:
Die Ergebnisse zweier Analysen konnen direkt miteinander verglichen

werden
Hauptkomponentenanalyse basierend auf Kovarianzmatrizen ist sehr

sensitiv bzgl. der Einheiten der Merkmale

> Vorteil der Kovarianzmatrix:
Hauptkomponentenanalyse basierend auf Kovarianzmatrizen ist sehr
sensitiv bzgl. der Einheiten der Merkmale (Manchmal méchte man
diesen Umstand benutzen)
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Statistik: Einfiihrung

Deskriptive Statistik

Wabhrscheinlichkeitstheorie

Induktive Statistik

Datenanalyse Einleitung

Reprdsentation

Klassifikation

Bildquelle: Newton (2007)

0 Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume
Support-Vector-Machines



Kreditausfille

> Mai 2009:
Kreditkartenkonzern
American Express Co.:
Kreditausfallraten im April
2009 erstmals auf mehr als
10 Prozent

» Herbst 2013: Commerzbank: Kreditausfallrate bei
Mittelstandskrediten stark gestiegen

> Typisches Problem: Wie kann bekannte Information tber
Kreditantragsteller benutzt werden, um Bonitat zu beurteilen?
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Problemstellung in der Klassifikation

> Ausganssituation: Daten von Objekten, bei denen jeweils die
Zugehorigkeit zu einer (von mehreren moéglichen) Gruppen bekannt
ist

» Problem: Bei einem neuen Objekt fehlt Information zur
Gruppenzugehorigkeit

> Aufgabe: Mittels der bekannten Daten ein Modell bestimmen, dass
die Gruppenzugehorigkeit des neuen Objektes aufgrund der
vorhandenen Informationen ermdglicht

Problemstellung

Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse
Genauer:

Klassifikationsbaume

Support-Vector-Machines

» Abhédngiges Merkmal Y (Gruppenzugehdrigkeit) soll mit Hilfe der
unabhdngigen Merkmale X1, X, ..., Xm erklart (= klassifiziert,
identifiziert) werden.

> Dazu nétig: Bestimmung einer Funktion f(xi1,..xim ), die Objekte 1
ihrer ,richtigen” Klasse ki zuordnet.

» Unabhéangige Merkmale kénnen sowohl metrisch als auch nominal
interpretierbar sein.
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Lineare Trennfunktion

» Manche Methoden erzeugen Trennmodelle aus
linearen Funktionen:

1. Einfiilhrung
> Dann Aufgabe: Ermittlung von ”Gewichtenu (x1 , (XZ) R (xm 2. Deskriptive Statistik
. 3. W-Theorie
und Merkmale Xy, Xz, ..., Xy mit 4. Induktive Statistik

5. Datenanalyse

Y = X1 X] == X2 - XZ T ooo T Km - Xm 6. Reprasentation
7. Klassifikation
©
N N Problemstellung
A Beispielproblem
© / Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume
Support-Vector-Machines
<
o
o
o~
h

Lineare Trennung méglich 238
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Line
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Nichtlineare Modelle

> Fur manche Situationen hilfreich: Nichtlineare Trennmodelle:

. Einfiihrung

» Dann Modell allgemeiner: Eine Funktion f und Merkmale
X1, X2y .00y Xy Mit

[y

Deskriptive Statistik

5D

W-Theorie

=

Induktive Statistik
Y = f(X] y XZ, ey XTT\.) 5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation

~ Problemstellung

° Beispielproblem
© Lineare Diskriminanzanalyse

Klassifikationsbdume

0 Support-Vector-Machines
<
™
~
“

2 4 6 8

Bild: Lineare Trennung beschreibt Struktur nicht ideal o


ste
Pen


Modelloptimierung und Uberpriifung der Aussagekraft Statistik

Etschberger - 52014

Qualitat des Modells

» Malzahlen fir die Glte eines 4
Modells: Anteil der
korrekt/falsch klassifizierten
Objekte “ 2

> Aber: Durch viele s . .
Modellvarianten und P A s
Parametrisierungen Gefahr der N L, o

. A e A N . Problemstellung

Anpassung des Modells an die 4 R . Beispilproblem
. . . o . ineare Diskriminanzanalyse

Stichprobe und nicht an die * 2 nese Dskimmenzenl

Struktur in den Daten . o SupportVector Machines

(Overfitting) A . %

>

» Sinnvoll deswegen: Dreiteilung
der Daten nach Berry und i o* e
Linoff (2004) in Trainingsdaten,
Testdaten und .
Evaluierungsdaten 5 0 :




< Zuriick

> Beispieldaten in 2 Klassen,
> pro Klasse jeweils 60 Objekte und zwei metrische Merkmale
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. Einfiihrung
Deskriptive Statistik
. W-Theorie
Induktive Statistik

. Datenanalyse
Représentation

. Klassifikation

a N N
© © © 4
N A N
N a A
A a a
“ E
<4 A Lt < <
A AL
N
N . . .
Aaae o . . .
A4 4 oa
R
N
~ o A, 0 ~ o 4
a A s e Toe . . .
{ N . : .
- A a . o . N .
N 4 s . .
L oA e
.
o . . o
. L
A . .
it .
et
. . .
o o ¥ . :, e s,
o . ° e MY
.« « ° . ®
. . .
-5 o 5 -5 4 5 -5 0 5

Problemstellung
Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume

Support-Vector-Machines
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< Zuriick

> Beispieldaten in 2 Klassen,
> pro Klasse jeweils 60 Objekte und zwei metrische Merkmale

1. Einfiihrung

A 2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

A 4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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Daten von 72 vergebenen Krediten, 2 metrische Merkmale, T nominales

Merkmal

Geschichtete Lernstichprobe mit jeweils 36 guten (“ok”) und

36 schlechten (“g”eplatzten) Krediten

> Ziel: Abschatzen der Bonitat von potentiellen Kreditnehmern

> Metrische Merkmale: Einkommen des Kreditnehmers, Dauer des

Beschiftigungsverhdltnisses bei Kreditantrag (in Monaten)

120
'

80

40
n

Einkommen

ok

40 60 80 100 120

20

] °
Dauer der aktuellen Anstellung

000
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. Einfiihrung

[y

Deskriptive Statistik

5D

W-Theorie

=

Induktive Statistik

o

Datenanalyse

o

Représentation

B

Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines



Dichte

Statistik
Etschberger - 52014

geplatzt e OK e geplatzt e OK e
1 1 1 1 1 1 1 1
0.025 - - A
1. Einfiihrung
0.03 B 2. Deskriptive Statistik
0.020 r 3. W-Theorie
4. Induktive Statistik
0.015 r 0.02 - 5. Datenanalyse
Q
L
§ 6. Représentation
[a]
0.010 o 7. Klassifikation
Problemstellung
0.01 - Belspielproblem
0.005 L Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume
Support-Vector-Machines
0.000 Ve 2300 082 o 0.00 o
T T T T T T T T
0 50 100 150 0 50 100 150
Einkommen Dauer der aktuellen Anstellung

» Dichte-Plots nach Merkmal und Bonitat

» Anscheinend: Trennung beziglich eines Merkmals nicht sinnvoll
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Aktuelles Jahreseinkommen

12(

20

°
Y [ ]
) °

°
® geplatzt

® getilgt

T T T AN T T
20 40 60 80 100 120

Dauer der aktuellen Anstellung (in Monaten)
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1. Einfithrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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Zuordnung von Skalenniveaus zu Verfahren

Statistik
Etschberger - 52014

2. Deskriptive Statistik

4. Induktive Statistik

6. Représentation

Lineare Diskriminanzanalyse

Klassifikationsbdume

pport-Vector-Machines

unabhingige Variablen X;  quantitativ nominal
1. Einfiihrung
abhéngige Variable Y
ot multiple . 3. W-Theorie
quantitativ Regresgion Varianzanalyse
. . . 5. Datenanalyse
quantitativ Kovarianzanalyse
. .. 7. Klassifikation
ordinal ConJOIntanalyse Problemstellung
Diskrimi Beispielproblem
nominal lsa::g;)lllggnz-
. Logistische
binar Regression

> Y heilt auch endogene Variable
> Xi,...,Xm: exogene Variablen

> Zu beachten: Kausale Abhdngigkeit muss vorliegen
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» Lineare Diskriminanzanalyse: Klassisches
lineares Verfahren nach Fisher (1936)

> Keine Verteilungsannahmen nétig, gleich
machtige KlassengréBen aber sinnvoll

> |dee: Lineare Reduktion aller Merkmale auf
eine (oder mehrere) Response-Variablen

Ronald Aylmer Fisher
(1890 - 1962)

Statistik
Etschberger - 52014

. Einfiihrung
2.

Deskriptive Statistik

5D

W-Theorie

»

Induktive Statistik

o

Datenanalyse

o

Représentation

B

Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse
Kassifikationsbaume
Support-Vector-Machines
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Lineare Diskriminanzanalyse Etschberger - $52014

» Lineare Diskriminanzanalyse: Klassisches
lineares Verfahren nach Fisher (1936)

> Keine Verteilungsannahmen nétig, gleich
machtige KlassengréBen aber sinnvoll

> |dee: Lineare Reduktion aller Merkmale auf
eine (oder mehrere) Response-Variablen

Ronald Aylmer Fisher

> Bestimmung linearer Gewichte und einer (1890 - 1962) .
=R : e
Diskriminanzfunktion Belspielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume
Y= g1 - X1+ g2 - X2+...+ gm * Xm S aE A RS

> Wabhle g; so, dass Streuung zwischen Klassenmitten bzgl. Y grof3 und
innerhalb der Klassen klein wird (Optimale Werte: Eigenwertproblem)

> Geometrisch: Projektion der Daten auf Ursprungsgerade in Richtung
von o



Statistik
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Eigenschaften

1. Einfiihrung

> Gegeben: m metrische Merkmale Xq,..., X}, sowie ein
nominales Merkmal Y.

2. Deskriptive Statistik

3. W-Theorie
> Y entsteht haufig aufgrund einer Zerlegung der Objektmenge . e seeiie
in disjunkte Klassen Kj,..., K. 5. Datenanalyse
> Gesucht: Lineare Funktion, d.h. eine Gewichtung der S
. . o . 7. Klassifikation
Merkmale X, ..., X, so dass die Variable Y bestméglich ettt
1 1 1 . Beispielproblem
apprOXImlert erd (1 <s< Tl) ° Line:reT)iskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume
Y ~ g] X1 + . + ngm Support-Vector-Machines
Y1 X110 XIm 91
bzw. Y = = =X-g

Yn Xnl - Xnm gm



Wann ist Gewichtung gut gewahlt?

>

>

Gewichtung der unabhéngigen Variablen so,

dass die Unterschiede zwischen den prognostizierten Werten einer
Klasse méglichst klein,

die verschiedener Klassen aber méglichst grof sind, d.h.
i,j € K - (4i—10;)> — min
ieKcund jEK mit k£l — (§i—10;)* — max

Deswegen: Varianzen innerhalb der Klassen sollen maglichst klein
und die Varianz zwischen den Klassen maoglichst grof.

Kriterium sichert, dass Gewichtung gefunden wird, bei der die
Mittelwerte der einzelnen Klassen - und damit auch die Klassen
selbst - sehr verschieden sind und gleichzeitig auch die Homogenitat
innerhalb der Klassen sehr groB ist. Uberschneidungen bleiben
trotzdem moglich.

Statistik
Etschberger - 52014

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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Statistik
Etschberger - 52014

Definition Innergruppen- und Zwischengruppenvarianz

o . Einfiih
> Innergruppenvarianz der Klasse K o

N

. Deskriptive Statistik

5D

W-Theorie

=

Induktive Statistik

1 . L 1 N
Wk =1- Y (Gi—gk)? mit =2 G
|K| ieK |K| ieK

o

Datenanalyse

o

Représentation

> Gesamt-lnnergruppenvarianz (gewichtete Summe der wy)

&

Klassifikation

Problemstellung

1 Beispielproblem
W= — E |K| - Wy Lineare Diskriminanzanalyse
n
K

Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines

» Zwischengruppenvarianz
1 o oo .
b=;Z|K|(UK—U)2 mit UZT—LZHi

K i

249



Definition entsprechender Kovarianzmatrizen fiir
unabhédngige Variablen X1,..., X, gemaB X = (Xii )nxm)

> Innergruppenkovarianzmatrix VX = (vK)mxm

1 L 1
Vi = K D (xik — X (xin — Xx1)  mit Xyx = K D xix
ieK i€k
» Gesamt-Innergruppenkovarianzmatrix
1
V=— VK
—D K-V
K
> Zwischengruppenkovarianzmatrix Z = (zx1)mxm

1 it =
Zkl = o ; IK[(Xkik — %) (Xt — %) mit X = n Z Xik
1

Statistik
Etschberger - 52014

. Einfiihrung

N

. Deskriptive Statistik

5D

W-Theorie

=

Induktive Statistik

o

Datenanalyse

o

Représentation

&

Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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Statistik
Etschberger - 52014

Definitionen

> Gegeben: Datenmatrix X = (Xix)nxm der m unabhangigen
Variablen,

. Einfiihrung

[y

Deskriptive Statistik

> und es geltey =X - g.

> Ferner gegeben: Kovarianzmatrizen Vi (k= 1,...,s),V,Z
und S = Cov(X) gegeben.

5D

W-Theorie

»

Induktive Statistik

o

Datenanalyse

6. Représentation
7. Klassifikation
b = gTZg und ¢ = gTS g Problemstellung
W — gTvK g und w — gTvg Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse

Klassifikationsbdume

> Zu beachten dabei: Gesamtvarianz ¢ von Y ist gemal}
¢ =w+ b zu berechnen

» Daraus: Diskriminanzkriterium (D):

Support-Vector-Machines

b g'Zg

W = gTVg — IIlgaX
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Satz

. Einfiihrung

> V sei reguldr und positiv definit.

[y

Deskriptive Statistik

» Dann impliziert die Lésung von (D) ein Eigenwertproblem 3. W-Theorie
der Matrix V—'Z gemaR

(V7'Z+A-E)g=0.

»

Induktive Statistik

o

Datenanalyse

o

. Représentation

B

P . Klassifikation
> Es existieren dann q Eigenwerte der Form

Problemstellung

Beispielproblem

T Lineare Diskriminanzanalyse
b g Zg Klassifikationsbaume

= — = Tv > O Support-Vector-Machines
wg'vg

> wobei ¢ = RgZ < min{m,s — 1} ist.

> Die zugehérigen Eigenvektoren g',..., g9 sind linear
unabhangig.
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> Mit den Eigenwerte A7,...,Aq
» und den zugehérigen Eigenvektoren g',..., g9 folgt:

.gk _ ng

> Gewichtungsvektor g' trennt die Klassen bestméglich,

> Gewichtungsvektor g2 trennt die Klassen am zweitbesten,
usw.

> wobei die {j* paarweise unkorreliert sind.
» Terminologie (k=1,...,q)):

Dk = x{ g~ k-te Diskriminanzfunktion
ik Diskriminanzvariable
gk k-ter Diskriminanzkoeffizientenvektor

Statistik
Etschberger - 52014

. Einfiihrung

[y

Deskriptive Statistik

5D

W-Theorie

»

Induktive Statistik

o

Datenanalyse

o

Représentation

B

Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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Man erhilt folgende Mittelwerte:

> Klassenmittelwerte bzgl. der k-ten DA-Funktion

_ -T k o= _
Ukk = Xg~ mit Xk = (Xxt)mx1

> Globalmittelwerte bzgl. der k-ten DA-Funktion
P =%'g" mit X = (%) mxt
» Und: Trennebenen bzgl. der k-ten DA-Funktion:

Yk = iTgk = ngk (mit x als Variablenvektor)

Statistik
Etschberger - 52014

. Einfiihrung

[y

Deskriptive Statistik

5D

W-Theorie

=

Induktive Statistik

o

Datenanalyse

o

Représentation

B

Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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. Einfiihrung

Identifikation neuer Objekte

[y

Deskriptive Statistik
» Durch Trennebenen: Neue, in der Analyse von X und Y noch ="
nicht enthaltene Objekte x; kénnen durch Vergleich mit e

Globalmittelwerten den verschiedenen Klassen zugeordnet
werden.

»

o

Datenanalyse

o

Représentation

B

Klassifikation

> Schema: Problemstellung
. Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume

Fa"S XT K Z g.k Zuordnung ZU K mlt gKk 2 g.k Support-Vector-Machines
i 9 < Y.k Zuordnung zu K mit xx < §.x
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Folgerungen aus dem Hauptsatz (4) Statistik

Etschberger - 52014

Trefferquote

» Oft: Mit Identifikationsregeln flir neue Objekte wird eine
Identifikation der Objekte erstellt, die zur Generierung des
Modells verwendet wurden.

» Durch einen Vergleich der prognostizierten
Klassenzugehorigkeit und der wahren Klassenzugehorigkeit
kann dann der Anteil der richtig klassifizierten Objekte
bestimmt werden. Rty

Beispielproblem

» Also: Treffe rquote TQ gema R Lineare Diskriminanzanalyse

Klassifikationsbaume

Support-Vector-Machines

TQ = :—1 - Anzahl korrekt klassifizierter Objekte

> Deskriptives MaB8 TQ kann als MaB fur die Giite der
Diskriminanzanalyse verwendet werden.



Statistik

Folgerungen aus dem Hauptsatz (5) Etschberger - 552014

Anzahl der Trennebenen

> Jede DA-Funktion trennt genau in zwei Gruppen.

> Konsequenz fiir den Mehrgruppen-Fall: Zur korrekten
Trennung der s Klassen sind s — 1 DA-Funktionen notwendig.

> MaR fiir die relative Wichtigkeit der einzelnen
Diskriminanz-Funktionen: Eigenwertanteil gemaf

Problemstellung

A Beispiclproblem
EA. = _ fk Lineare Diskriminanzanalyse
k )\1 + ...+ )\q Kassifikationsbaume

Support-Vector-Machines

» EAy: Anteil der durch die k-te DA-Funktion erklarten
Streuung an der durch alle DA-Funktionen erklarten
Gesamtstreuung



Statistik

Diskriminanzanalyse: Ablauf Etschberger - $52014

Modellerstellung

' ™)

Gegeben: Matrix X, Klassifikation Ky,..., K
Berechne V,V~',Z,RgZ, V™' . Z

Lése Eigenwertproblem (V=1Z —A-E)g =0
Bestimme A; > ... > Ay >0

Bestimme G = (g',...,g9)

Berechne Y = X - G (n x q)-Matrix der DA-Variablen roblemstelng
sowie Klassenmittelwerte g} =X} - G IR
Globalmittelwerte §" = %" - G Comervecon s

Trennebenen §7 =x' - G mit variablem x

\ J

Identifikation

T« | = Yx Zuordnung zu K mit gxk > J.x
Falls X; g 2 Lo -
< Yk Zuordnung zu K mit §xx < Y.k
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Anwendung der LDA mit R

set.seed(1504) test = bankLong[s,] 1. Einfiihrung

s = sample(1:72, 10) test$Prognose = 2. Deskriptive Statistik

bank.lda = lda(geplatzt ~ ., predict(bank.1lda, §
bankLong[-s, 1) test[,c("Einkommen”, o Wiheere

bank.1lda "DauerStelle”)])$class 4. Induktive Statistik

## Call: test 5. Datenanalyse

## lda(geplatzt ~ ., data = bankLong[-s, 1) ## Einkommen DauerStelle geplatzt Prognoses. Reprisentation

# ## 11 51.00 68.00 ok ok 7 Kiassifikation

## Prior probabilities of groups: ## 35 52.74 69.36 ok ok Problemstellung

# g ok ## 3 64.80 59.00 ok ok Beispielproblem

## 0.5323 0.4677 ## 12 81.00 32.00 ok ok Lineare Diskriminanzanalyse

i ## 62 51.15 57.99 g ok Klassifikationsbéume

## Group means: ## 22 33.00 19.00 g g SHRoegCcotachings

## Einkommen DauerStelle ## 5 87.00 120.00 ok ok

# g 56.91 17.23 ## 25 66.69 32.00 ok g

## ok 85.86 42.06 ## 68 52.85 13.37 g g

i ## 26 77.10 13.56 ok g

## Coefficients of linear discriminants:

#it LD1

## Einkommen  ©.04879
## DauerStelle 0.03923
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Beispieldaten Bank

1. Einfithrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung

Beispielproblem

2
]
2
2]
=
o
=1
T
o

Lineare Diskriminanzanalyse
Kassifikationsbaume
Support-Vector-Machines

60 80
Einkommen




Statistik
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Grundprinzip Klassifikationsbaume

. Einfiihrung

()

» Merkmalsraum soll pro Merkmal so aufgeteilt werden, dass Deskriptive Statistik
Untermengen in sich moglichst homogen, untereinander

moglichst heterogen sind
» Grundlegende Arbeit: Von Breiman et al. (1984)

£

W-Theorie

&

Induktive Statistik

w

Datenanalyse

o

Représentation

7. Klassifikation

Schrittweiser Aufbau eines Entscheidungsbaumes Problemsiclung
Beispielproblem
@ Suche Merkmal und Trennpunkt mit bester Unterscheidung S —
zwischen Klassen S

@ Teile Daten gemaR dieser Regel

© Fur jeden der beiden Bereiche wende 1. analog an, bis
Stopkriterium erfullt
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Entscheidungsbaum der Beispieldaten

yes [ is DauerSte < 21?7 | pq

is Einkomme < 847? ] [ is Einkomme < 59?

]
g ok g ok
0.04 35% 0.71 10% 0.29 19% 1.00 36%

Statistik
Etschberger - 52014

. Einfiihrung

[y

Deskriptive Statistik

5D

W-Theorie

=

Induktive Statistik

o

Datenanalyse

o

Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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Dauer Stelle

Einkommen

» Entscheidungsbaume sind nichtlineare Klassifikationsverfahren:
Damit Gefahr des Overfitting

Statistik
Etschberger - 52014

. Einfiihrung

[y

Deskriptive Statistik

5D

W-Theorie

=

Induktive Statistik

o

Datenanalyse

o

. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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> Komplexitdt der Baume a priori festlegen ist i.a. nicht optimal
> |dee: Baume erst wachsen lassen, anschlieBend zurlickstutzen 1. Einfiihrung

(Pru n i n g) 2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie
. B 4. Induktive Statistik
Entscheidungsbaum, unbeschnitten

Entscheidungsbaum, beschnitten

s (BT <257 ) oo : 5. Datenanalyse
yes is laufkont <2.5? | o

6. Représentation
7. Klassifikation

is laufzeit >= 11? Problemstellung
/ : Beispielproblem
Epon <357 . Lineare Diskriminanzanalyse
m Klassifikationsbaume
i) is wohnzeit >= 1.5? : Support-Vector-Machines
(serta - (5]
sater>=a17) is sparkont < 3.5?

= m o
o m = (o) @\ o ) = (e o ja nein nein nein nein
(%) (o) () 0.39 32%) (0.72 6%) (0.79 6% ) (0.80 8% ) (0.84 47%
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> Komplexitdt der Baume a priori festlegen ist nicht optimal

> |dee: Bdume erst wachsen lassen, anschlieBen zurickstutzen R
(Pruning)

Induktive Statistik

Einfiihrung

[y

Deskriptive Statistik

»

> Bewertung des zuriickgeschnittenen Baumes z.B. mittels
Kosten-Komplexitats-Mal3

o

Datenanalyse

o

Représentation

B

Klassifikation

ROC(T) — R(T) + (XITI Problemstellung

Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume

» Dabei bedeutet: Support-Vector-Machines

° R~(T): Fehlklassifikationsrate durch den Baum T
@ [T|: Anzahl der Knoten im Baum T
® o > 0: Faktor des Komplexitats-Bestrafungs-Terms
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Vorgehen beim Beschneiden von Baumen

@ Beschneide Baum um die Aste, die die Fehlklassifikationsrate
nicht verbessern

@ Bewerte bei allen Nicht-Endknoten A; und den davon
ausgehenden Asten T(A) mittels Kosten-Komplexitats-Mal3
@ den Knoten, wenn er ein Endknoten ware Ry (A¢) und
o den kompletten Ast ab diesem Knoten Ry (T(A+))

© Stutze Baum beim Knoten mit dem kleinsten Unterschied von

Ra(At) = Ro (T(AL))

@ Gehe zu Schritt 2. solange Ry (A¢) — Ry (T(Ay)) >0

Statistik
Etschberger - 52014

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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Entscheidungsbaum, unbeschnitten

Jes B flont <257 |

o] G}
[lis wohnzeit>= 1.5? | [lis weitkred < 252 |
8]
is sparkont < 3.52
is famges < 2.5?
(&)
is rate >= 2.5?

is alter >= 34?

is alter < 262

gk;

is laufzeit >= 277

Statistik
Etschberger - 52014

1. Einfithrung

2. Deskriptive Statis'

3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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Entscheidungsbaum, beschnitten

ves [is laufkont < 2.5? ] no

is laufzeit >= 11? ]

e
[ is wohnzeit >= 1.57 ]

(issparkont<3.5?

nein nein
0.80 8% ) (0.84 47%

nein
0.79 6%

nein
0.72 6%

ja
0.39 32%

Statistik
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1. Einfithrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbdume

Support-Vector-Machines
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> Klassifikationsverfahren seit
Mitte der 1990er Jahre
(siehe Vapnik, 1999)

> Idee: Unterteilung der Daten in
2 Klassen durch Abbildung der
Daten in hohere Dimension

1. Einfiihrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

» In hoherer Dimension:
Benutzung einer einfachen
Funktion zur
Abstandsbestimmung und Kassfkationsbaume
Bestimmung einer SrppoeeHahines
“Trennungslinie”

" 7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse

> Dabei moglichst: Abstand der Klassen zur Trennungslinie maximal
> AuBerste Punkte der Klassen: Stiitzvektoren (Support Vector)

> Falsch klassifizerte Objekte erhdhen eine Kostenfunktion
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Support-Vector-Machines Etschberger - 552014

» Kernel Methoden: Nutzen Informationen Uber das innere
Produkt zwischen Objekten

> Viele Algorithmen lassen sich umformulieren, so dass sie nur
noch das innere Produkt zwischen Daten bendétigen

» Wenn der Kernel bekannt ist, muss man die Eigenschaften der

Daten nicht spezifizieren St
Beispielproblem
> Unabh. Daten im Raum: x € X, Abhdngige Daten in Lineare Disksminanzanalyse
. . Klassifikationsbaume
y € Y ={-1,1}; Zum Beispiel

f(x) = (w,x) + b, h(x) = sign(f(x))



Support-Vector-Machines

» d.h. Transformation in Feature-Raum muss nicht gemacht
werden, es genligt, wenn die zugehorige Kernel-Funktion
bekannt ist.

» Das heif3t flr einen Kernel

K(x1,%2) = (p(x1), d(x2))

muss weder die Dimension, noch die Transformation ¢
bekannt sein. Es genligt der Kernel

» Kernel-Trick: Bilde Daten in Reprdsentationsraum ab, in dem
sie (einigermalien verniinftig) linear separierbar sind,

» Messe Kosten aber nur via Kernelfunktion...

Statistik
Etschberger - 52014

Problemstellung
Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume

Support-Vector-Machines
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1. Einfithrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume
Support-Vector-Machines
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1. Einfithrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume
Support-Vector-Machines
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1. Einfithrung

2. Deskriptive Statistik
3. W-Theorie

4. Induktive Statistik
5. Datenanalyse

6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume
Support-Vector-Machines
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. Einfiihrung

[y

Deskriptive Statistik

5D

W-Theorie

IS

. Induktive Statistik

v

. Datenanalyse

o

Représentation

B

Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem

Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume
Support-Vector-Machines

> Gefahr des Overfitting durch sukzessives Anpassen der
Methodenparameter sehr grof3

> Teil der Daten als Test- und ggdf. Validierungsdaten unbedingt
erforderlich
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partimat(Geschlecht ~ Groesse + AnzSchuhe + Alter + AusgKomm, data=MyData, method="1da") Statistik
Etschberger - 52014

set.seed(1504)
M = as.data.frame(sapply(MyDatal,c(1,2,11)], jitter))

M$Geschlecht = factor(MyData$Geschlecht, levels=c("Frau”, "Mann”))

drawparti(M$Geschlecht, M$Groesse,
M$AnzSchuhe, method="1da",
prec=drawpartiprecision,
ylab="Ausgaben Schuhe”, xlab="Groesse",
cex.mean=0, cex=2,
imageplot=TRUE,
image.colors=c(blue20, red20) )

M.lda = lda(Geschlecht ~ Groesse + AnzSchuhe, data=M)
M.predict = predict(M.lda, data=M)
errormatrix(M$Geschlecht, M.predict$class)

#i# predicted

## true Frau Mann -SUM-
## Frau 127 7 7
#i# Mann 7 64 7

##  -SUM- 7 7 14

# percentages
round(100 * errormatrix(M$Geschlecht, M.predict$class,

#i#t predicted

## true Frau Mann -SUM-
## Frau 94.8 5.2 5.2
## Mann 9.9 90.1 9.9
## -SUM- 50.0 50.0 6.8

relative=TRUE), 1)

. Einfiihrung

[y

Deskriptive Statistik

w

W-Theorie

»

Induktive Statistik

v

Datenanalyse
6. Représentation

7. Klassifikation
Problemstellung
Beispielproblem
Lineare Diskriminanzanalyse
Klassifikationsbaume

Support-Vector-Machines
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Groesse

Groesse

AnzSchuhe

app. error rate: 0.117

500 1500
AusgKomm

Partition Plot

Groesse

AnzSchuhe

pp. error rate: 0.127
VT

500 1500
AusgKomm

AnzSchuhe

Alter

app. error rate: 0.146

80

app. error rate: 0.346

500 1500
AusgKomm
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