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Statistik

» Verteilungsfunktion der Gleichverteilung:
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b— (1’ - Zufalisvariablen und
Verteilungen
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> Beispiel: X gleichverteilt in [1;20]
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Statistik

Eine Zufallsvariable X mit einer Dichtefunktion
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oV 21
und o > 0 heiRt normalverteilt. ity _
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Statistik

Etschberger - 552016

Dabei bedeutet @ (x) zum Beispiel: ®(2,13) = @ (2,1 + 0,03) = 0,9834. Diesen Wert
findet man in der Zeile mit x; = 2,1 und der Spalte mit x; = 0,03.

xpixz 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009

0 05000 0.5040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 05319 05359

0.1 05398 05438 054786 05517 05557 0.5596 0.5636 05675 05714 05754

02 05793 05832 05871 05910 05548 05587 06026 06064 06103 06141

03 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 05430 06517

04 06554 06591 06628 06664 06700 06737 06773 06808 06844 06879

05 06915 06950 06985 07020 07054 07089 07123 07157 07191 07224 fembiienk

06 07258 07291 07324 07357 07389 0.7422 07454 07486 07518 0.7549 Ul Line! Wihsactis ke

07 07580 07612 0.7642 07673 07704 07734 07764 07794 07823 0.7852 Zutaliariablen und

08 0.7882 0.7910 0.7939 07967 0799 0.6023 08051 08079 08106 0.8133 Verselhgen

/\0" 0.9 0.8) 8186 08212 08238 08264 08290 08315 08340 08365 08389 Vertelungsparametes

y = ( i 08414 (8438 0846] 08485 08508 0.8532 08554 08577 08599 0.8622

i) 0.8643 5 08687 08708 08729 08749 08770 08750 08810 08830

12 08849 08869 08388 08907 0.8925 08944 08%2 06980 08997 05015 Eb()

13 09032 09049 09066 09083 09099 09115 09131 09147

1.4 0.9193 09207 09222 09237 09251 09265 09279 05292

15 05332 05345 05358 09370 09382 09394 09406 09418

16 0.9452 0.9463 0.9474 0.9485 09495 05505 09516 09526

17 09554 09564 05573 09582 09591 09600 05608 059616

18 05641 05649 05656 05664 09671 0.9679 09686 09693

19 09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 05756

2 09773 09778 09783 05788 05793 09798 09803 09808

21 09821 09826 09830 09834 09838 09842 0.9846 09850

22 09861 09865 0.9868 05871 059875 09878 0.9881 09884

23 0.9893 0.98% 09898 09901 09904 09906 09909 09911

24 09918 09920 09922 09925 09927 09929 09931 09933

25 09938 09940 09941 09943 09945 0.5%46 09948 0.9949

26 05953 09955 05956 09957 09959 0.9960 09961 09962

27 09965 0.9966 09967 09968 0999 09970 05971 05972

28 05975 05975 05976 09977 09978 09978 09979 09980

29 09981 09982 09983 09983 09984 09964 09985 05985

3 09987 05987 05987 05988 05988 09989 0.9989 09989

i 09530 09991 05991 05991 05992 09992 09992 05992

3z 09993 09993 09994 05994 05994 09994 09995 09995




Statistik

Eigenschaften der Normalverteilung

» Dichte ist symmetrisch zu

flr—x) = fu+x)

w ist Lage-, o ist Streuungsparameter i
> Standardnormalverteilung: i
N(0;1) mit Verteilungsfunktion ®(x) (— Tabelle 3) FaA8 e

» Kenntnis von ®(x), 1 und o genlgt, denn:
X~N(po) <= L N(©O;1) =

» Tabelle enthdlt nur positive x: Deswegen

() =1-0x)  (Symmerneergrothall)

LS %ibt owmeh:
i) F =09 = x=u
4 F=A-FUQ) > =2 (e

Statistik

Normalverteilung: Beispiel

Beispiel: q.,
Projektdauer X ~ N 3§ 2).

Wahrscheinlichkeit fiir Projektdauer zwischen 37 und 41 Wochen?

Kombinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit
Zufallsvariablen und

Losung: Vertilungen

Verteilungsparameter

= ) —[1—®(1)]
=P i T)=
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Stetige Zufallsvariablen/Verteilungen:

Dichtefunktion Verteilungsfunktion Var
stetige f 1 falls e et 0 . falls <A a+b (b—a)?
ich- (x)=¢b—a" i 2 2 2
Gleich i 1 e L Fix)={~—2 falls agx<b - 12
verteilung ! =
U(a; b) 18 =ifalls xX>b
r
Odum!lx. min=0, max=1) @;}unmx min=0, max=1
Normal- (x—1w? | F) m(\ - u) i a2
i 1 GTE T Tia 2 a
verte'llung f(x) = P T
N(u; o) oV 2n

Standardnormalverteilung
N(0;1) ist tabelliert

Symmetrieeigenschaften:
1) d(—x) =1—-d(x)
2) F(x) =05—= x=u

3) F(x,) =1-F(x,) » p=222

2

@ dnorm(x, mean=0, sd=1)

@ pnormix. mean=0, sd=1)
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#E###
# 06.12.2016: metrische Zufalssvariablen - Normalverteilung

#H##H

mu=39

sigma=2

ZZ=rnorm(n=400, mean=mu, sd=sigma)
ZZ2=rnorm(n=100000, mean=mu, sd=sigma)

###empirische Verteilungsparameter:

#MW=mean (2Z)

#STD=sqgrt ( (length(ZZ)-1)/ (length (22)) *var (22))
#MW2=mean (Z22)

#STD2=sqrt ((length(Z22)-1)/(length(ZZ2) ) *var (ZZ2))

###Dichtefunktion:

x=seqg(29,49,by=0.05)

plot(x, dnorm(x, mean=mu, sd=sigma), main="Dichte", type="1", lwd=2, ylim=c(0,
0.25)) #theoretisch

lines(density(ZZ, bw=0.25), ccl=4, lwd=2)

#empirisch

#lines (density (2%, bw=1), col=4, lwd=2)
#empirisch

lines (density (222, bw=0.25), col=2, lwd=2)
#empirisch

###Verteilungsfunktion:
plot (X, pnorm(x, mean=mu, sd=sigma), main="Verteilungsfunktion", type="1",
lwd=2) #theoretisch
plot (ecdf (ZZ), col=4, add=T, lwd=2)
#empirisch
plot (ecdf (222), ccl=2, add=T, lwd=2)
#empirisch

###Linearisierter QQ-Plot
par(mfrow=c(2,1))

ggnorm(ZZ, pch=20)

ggline(ZZ, col=2, lwd=3, lty=2)

ggnorm (222, pch=20)
ggline (222, col=2, 1lwd=3, lty=2)

###k-Sigma Bereiche:

pnorm(mu+sigma, mean=mu, sd=sigma) - pnorm(mu-sigma, mean=mu, sd=sigma)
pnorm(mu+2*sigma, mean=mu, sd=sigma) - pnorm(mu-2*sigma, mean=mu, sd=sigma)
pnorm(mu+3*sigma, mean=mu, sd=sigma) - pnorm(mu-3*sigma, mean=mu, sd=sigma)



Lag'eparaimeter

Modus xmod: f(xmod) = f(x) fur alle x
(i.A. nicht eindeutig, z.B. Gleichverteilung)

Beispiele:
® Normalverteilung: xpoq = 1t
@ Diskrete Verteilung mit:

Statistik

Kembinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und

Verteilungen
Verteilungsparameter
x 01 2 o = T
fo) 7 3 4 e
Median xmeq: F(xmed) = 3 bzw. kleinstes x mit F(x) > 1
Beispiele:
® Normalverteilung: xpeq = p <= H )= 05 5
@ Diskrete Verteilung "Jz_ii 1 p————
. _ 1 1 - 3 1 - 41
oben: F(0) =3 < 3, F(1) =25 > 3 = XMed = -.lﬂ/e_-"L
44—
—t I \ —>
0! = N )
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Lageparameter: Fraktile

-Fraktil x,: F(xo) = « (flr stetige Verteilungen)
il h e

w
Beispiel: X~ N(0;1), Y~N(3;2)
X0,975 — 1,96
X0,025 —X0,975 = —1,96
Yo,025 = 2 Xp,025 +3 = —0,92

Hinweise:

C

® XMed = X0,5
® Wenn x4 nicht vertafelt — Interpolation:

XC{’QEXQ-F{X];—XQ}-

mit @ groBte vertafelte Zahl < «
b : kleinste vertafelte Zahl > «
Beispiel: X ~N(0;1); xo6 =

0,25 + (0,26 — 0,25) - 0‘2062_60—3:?589787 —

0,

) Tix) (Std.NV)

(Tab. 3
) = o Kombinatorik
035 “I Zufall und Wahrscheinlichkeit
Zufallsvariablen und
Verteilungen
N 0.2% | Verteilungsparameter
| ~
N— Ko ¥ s - 3
x01% VBN WES )
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Statistik

Lageparameter: Erwartungswert

ows decuriptives Slakishic: X= (ﬁ‘- %)Q = ﬁ > o h(@)

Erwartungswert E(X) bzw. p:

D xif(xi), falls X diskret
i

E(X) =

Kombinatorik

o0
J xf(x) dx, falls X Stetig Zufall und Wahrscheinlichkeit
o

Zufallsvariablen und
Verteilungen

Verteilungsparameter

Beispiel: Diskrete Verteilung mit

x 01 2
f(x) 3 3
Beispiel: Fur eine exponentialverteilte Zufallsvariable X mit der Dichte
A-e ™ firx>0
Flag = { ir x >

11 = EX)=0-2+1-7+2-1=1
4

folgt
0 sonst J

o0

(oo} 00
x - f(x)dx = ?\J x-e Mdx = A_[—lxe_’\" —J 1- (—%e""“‘) dx}

E(X]:J
o 1' 1
’ :*0‘(‘°‘X)=i

>

—0o

—Ax 1 Ax
= —Xxe — =g
A
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Rechenregeln fur den Erwartungswert

> Ist f symmetrisch bzgl. a, so gilt E(X) =a
Beispiel: f der Gleichverteilung symmetrisch
bzgl. 232 = E(X) = aib

> Lineare Transformation:

E[Cl + bX] =a + b H E[X] Kombinatorik

Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und
Verteilungen

» Summenbildung: Veridmrpetes

E(i xi) = i E(X:)
i=1

i=]

Beispiel: X gleichverteiltin [0;10], Y ~N(1;1); Z=X+5Y

E(Z) = E(X+5Y) = E(X) + E(5Y) = E(X)+5-E(Y) = %2 +5.1=10,
» Unabhéangigkeit:

X, Y unabhdngig = E(X-Y) = E(X) - E(Y)

154
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Statistik

i Lfs'w‘\\}v Qoo - |

> Varianz Var(X) bzw. o2 = %

= | jx)‘l hlay)=20e, -

> [xi —E(X)1*f(x;),  wenn X diskret

Var(X) = E([X — E(X)]?) =

{o.o]
J- [x —E(X)])*f(x) dx, wenn X stetig Kombinatarik
—o0 Zufall und Wahrscheinlichkeit
Zufallsvariablen und
Verteilungen
i Vertellungsparameter
> Standardabweichung Sta(X) bzw. o: Sta(X) = /Var(X)
Beispiel: Diskrete Verteilung _~ ? } % : /]
flx) 7 7 7 Y.
1 1 1 1
—(0_112." _1y2. 2t 2.t 1
Var(X)=(0—-1) 4+{l 1) 2+[2 1) it
Beispiel: Fiir eine exponentialverteilte Zufallsvariable X (Dichte siehe Erwartungswert) folgt
Var(X) =J [x—E(X]?'f[x]dx:?\J (x—1)? . e~*xax ji( Z
—00 0 L
—Ax x 2 x £
—e M (R oB) - F -2+ )

)
B G R
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» Verschiebungssatz:

Var(X) = E(X?) —

Beispiel: Diskrete Verteilung _* ¢ ! 2
f(x] 4 % a Kombinatorik
3 = 02.1412.1422.] BRI
E(X) - OZ+1 E_}"ZZ Verteilungen
= é Verteilungsparameter
3

» Lineare Transformation:

Var(a + bX) = b? Var(X)

» Summenbildung gilt nur, wenn die X; unabhéngig! Dann:

n mn
Var (Z X,-,) =Y Var(X;
i=1 i=1

156
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Erwartungswerte und Varianzen wichtiger Verteilungen

Verteilung von X E(X) Var(X)
Binomialverteilung B(n;p) np np(1 —p)
Hypergeometrische Verteilung ~ nM MM MM
mit den Parametern N, M, n
Poisson-Verteilung P(A) A A

5B
Gleichverteilung in [a; b] a; 2 L 120)
mita<b
Normalverteilung N(u; o) m o2

Anwendung: Ungleichung von Tschebyschow

» Flr beliebige Zufallsvariablen X und ¢ > 0 qgilt die
Ungleichung von Tschebyschow:

Var[X]

PIX—EXlI > ¢) < —

Beispiele:

» X ist gleichverteilt mit Parametern a,b und ¢ = %(a —b),
also E[X] = $(a+b) und Var[X] = -5 (a —b)?

(a—Db)? 32
12 (a—Db)

= P(|[X—1la+b)| > 1(a-D)) < 5 =A

> X~ B(100;0,2) und ¢ =10
damit: E[X] =100-0,2 = 20 und Var[X] =100-0,2- (1 —0,2) =16
16

= P(X—20/>10) < 755 =0,16

Statistik

Kombinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und
Verteilungen

Verteilungsparameter
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Kombinatorik
Zufall und Wahrscheinlichkeit

Zufallsvariablen und
Verteilungen

Verteilungsparameter
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Cov(yﬂ) = B(XY) - B - HY)

E(x) = 2% )= -A. 05 +0.04+Q 0.4 =03
st D tuy= A IO Ss L oOYs= A
ELY) 2y, J}(\%) A-OSS +Q NS

EOCY) = =Y f06 4= AA 05+ 040+ Q406
“4.2.0 +0- L 0A4A+2:20.35 =41
D (Ov(xY)= 1-0.3 445 = 0.565

Cov (4Y) | [O5eY R

PWasCO V(Y)Y §oA-oxas

Vor (X) = B0 - BfF= 24— 037 =2.04
BUX%)= T2 [06) - A 05+0%-04 42504 = 24

s (Y)= BY?) AEY)?= 235 - 445" 0213
EWY)=3y RCOE AR-065 + %045 =235
<Q
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Statistik

» Kovarianz:

Cov(X,Y) =E[X—E(X))(Y—E(Y))]
=E(X-Y)—E(X)-E(Y)
(Verschiebungssatz)

Kombinatorik

rntes nedhngn 6\8’(‘0‘0" Cov (){ﬂ\ = i
> Korrelationskoeffizient: (o?re S /(5'1‘) L -
S 7 Cov(X,Y)
v/ Var(X) - Var(Y)

» Bemerkungen:

® p ist r nachgebildet = p € [-1;1]
® [pl=1 <= Y=a+bX (mit b#0)
@ p=0 <= X, Y unkorreliert

» Varianz einer Summe zweier ZV:

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y)

wnies Unabné
i ‘{o«s&«\j) %) ANOs ‘33

Grundlagen
Punkt-Schatzung
Intervall-Schatzung
Signifikanztests
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