Wirtschaftsmathematik

Einflihrung in einige Teilbereiche der Wirtschaftsmathematik

Wintersemester 2016

HSA Wing Sessionlist WS 2016

Datum N. Zeit UE Themen
|Dienstag, 20. September 2016 1 18.00-21.15 4 Einfiihrung, Zinsen, Renten
|Dienstag, 27. September 2016 2 18.00-21.15 4 Tilgung, Festverz. Wertpapiere
|Dienstag, 4. Oktober 2016 3 18.00-21.15 4 Lineare Optimierung: Einfiihrung, Losungsmethoden
|Samstag, 8. Oktober 2016 4 08.00-11.45 4 Lineare Optimierung: Standardmaximumproblem, Simplex
|Dienstag, 11. Oktober 2016 5 18.00-21.15 4 Gewdhnliche Differentialgleichungen
|Samstag, 15. Oktober 2016 6 08.00-11.45 4 Analytische Losung linearer DGLs
|Dienstag, 18. Oktober 2016 7 18.00-21.15 4 Einflihrung, univ. Statistik, Konzentration
|Samstag, 22. Oktober 2016 8 11.45-15.00 4 Korrelation, Regression, Preisindizes
|Dienstag, 25. Oktober 2016 9 18.00-21.15 4 Kombinatorik, Wahrscheinlichkeiten; Binomial, Hypergeo, Poisson
|Samstag, 29. Oktober 2016 10 08.00-11.15 4 Zufallsvariablen, Lage- und Streuung, Stetige 7V, Gleich-vtlg.
|Dienstag, 15. November 2016 11 18.00-21.15 4 Normalvtlg., Schétzen und Eigenschaften von Punktschadtzern
|Samstag, 26. November 2016 12 08.00-11.15 4 Konfidenzintervalle, t-Test
Dienstag, 29. November 2016 13 18.00-21.15 4 Puffer, Wiederholung Besprechung Probeklausur
Samstag, 3. Dezember 2016 09.30-11.00 Klausur (reguldrer Termin 90 Min., mit Aufsicht)

Prof. Dr. Stefan Etschberger

HSA
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Tabelle1

		Kalkulationszins		25%



		Zeitpunkt		0		1		2		5		10

		Zahlung		-   2,000,000.00 €		-   1,000,000.00 €		1,000,000.00 €		2,000,000.00 €		5,000,000.00 €

		Barwert		-   2,000,000.00 €		-   800,000.00 €		640,000.00 €		655,360.00 €		536,870.91 €

		Kapitalwert		-   967,769.09 €
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Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik "‘Q{S‘j,f:;:f;‘e':‘_aw;gj‘;“‘

» Das Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik fiir Vergleich von
Zahlungen, welche zu verschiedenen Zeitpunkten anfallen.

Vereinfachende Annahmen: 11 A

Einfache Verzinsung

Zinseszinsen

» Zinseszinsliche Verzinsung

Gemischte Verzinsung

Nominal- und Effektivzins

» Zahlungen stets am Anfang oder am Ende einer Zinsperiode

Stetige Verzinsung

Zeitwert
Prinzip 1.2, Renten

1.3. Tilgung

» Vergleich von 2 oder mehreren zu verschiedenen Zeitpunkten 14 Kursrechning
anfallende Geldbetrage: Beziehen auf den gleichen Zeitpunkt durch
geeignetes Auf- oder Abzinsen.

» Wahl des Zeitpunktes dabei unerheblich.
» Meist: Zeitpunkt t = 0 oder t = n (Ende der Laufzeit)

® t = 0 den Anfang des ersten Zinszeitraums (,heute”).
e t =1 Beginn des 2. Zinszeitraums (1.1. des 2. Jahres).
® t =2 Beginn des 3. Zinszeitraums (1.1. des 3. Jahres).
® t =n Ende des letzen Zinszeitraumes (31.12. des n-ten Jahres)

24



Aquivalenzprinzip: Herleitung e renore

CS

» Zwei Zahlungen, A im Zeitpunkt t4 und B im Zeitpunkt tg,
sind dann gleichwertig (A ~ B), wenn ihre Zeitwerte in jedem 1. Zsen
Zeitpunkt t (bereinstimmen. Pioche Yeransung

Zinseszinsen

Gemischte Verzinsung
Nominal- und Effektivzins
Beis piEI Stetige Verzinsung
Zeitwert
Gegeben: A =10000,tA =2, p=7% 1.2, Renten
o 1.3. Tilgun
Gesucht: B mit tg = 5 so, dass A ~ B. 1 Koot

Losung:
B =10000-1,07°"2) =1225043 €

Eine Zahlung von € 12 250,43 nach 5 Jahren ist also gleichwertig
zu einer Zahlung von € 10 000 nach 2 Jahren. Der Barwert (,Wert
heute”) beider Zahlungen ist Ubrigens

10 000 - 1,072 =12 250,43 - 1,07 = 8 734,39 [€].

25



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

» Ein Zahlungsstrom (Ag,..., A} ) ist eine Folge von Zahlungen .
. . 1. Finanzmathemati
mit Zahlungszeitpunkten t =0,...,n. 11, Zinsen

Einfache Verzinsung

» Summe aller auf t = 0 abgezinsten Zahlungen (Kapitalwert): Zinseszinsen

Gemischte Verzinsung
Nominal- und Effektivzins

Stetige Verzinsung

mn n
§ A .
. . —t eitwert
KO — _t = At : q 1.2. Renten
t=0 q t=0 1.3. Tilgung

1.4. Kursrechnung
2. Lineare Programme
» Summe aller auf t = n abgezinsten Zahlungen (Endwert): e

4. Einfilhrung

5. Deskriptive Statistik

mn A n .
K — E qT‘L _t — § At ) qn_t 6. W-Theorie
" q 7. Induktive Statistik

Quellen

26



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

Zwei Zahlungsstrome (A¢), (B¢), t =0,...,n sind genau dann 1. Finanzmathematik
1.1. Zinsen

aquivalent, wenn sie zu einem beliebigen Zeitpunkt T den e versnsng
gleichen Zeitwert besitzen: Zinseszinsen

Gemischte Verzinsung
Nominal- und Effektivzins
n T—t I n T—t i zinsu
(Ad) ~(By) < 2 t—0 At = ) 1—0Bt-¢ e

1.2. Renten

& "y LA gt = qTY P oBi-qt e
= Z?:o(At_Bt)'q_t

O 2. Lineare Programme

3. DGLs
4. Einfilhrung

5. Deskriptive Statistik
n

(A¢) ~ (By) & Z (At —By)q =0

t=0

6. W-Theorie
7. Induktive Statistik

Quellen

27



1+1 . 1 1 Wirtschaftsmathematik
Investitionsrechnung: Beispiel i

QS
Beispiel

Kalkulationszinssatz gleich 5 %. Welches Projekt ist zu bevorzugen?

Ja h r t O 1 2 3 4 5 1.E1i-nfzai::}inVerzinsung
A, 0 1000 0 1000 0 1000
Bt 400 400 400 600 600 600 Nominal- und Effektivzins

Stetige Verzinsung

Zeitwert
1.2. Renten
oo . 1.3. Tilgung
Losung: Kapitalwert von (A ):

1.4. Kursrechnung

i Ay -1,05"t=0-1,06°+1000-1,05""+0-1,052+1000-1,053
t=0 +0-1,05"% +1000-1,05°
— 2599,74
Kapitalwert von (B ):

5

> B¢-1,05""=400-1,05°+400-1,05"" +400-1,05 % +600-1,05 7
t=0 +600-1,054+600-1,05°

— 2625,80

Alternative B ist der Alternative A vorzuziehen.
28



Rentenrechnung

Definition

Rente: Zahlungsstrom mit Zahlungen in gleichen zeitlichen
Abstanden und (meistens) in konstanter Hohe

Unterscheidung zwischen Renten

» mit Zahlung am Ende einer Rentenperiode (nachschussig)
» mit Zahlung zu Beginn einer Rentenperiode vorschussig)

» mit endlicher Laufzeit (endliche Renten)
» mit unendlicher Laufzeit (ewige Renten)

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

1.1. Zinsen

1.2. Renten
Unterjéhrige Renten
Ewige Renten

1.3. Tilgung

1.4. Kursrechnung
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Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

1. Finanzmathematik

1.1. Zinsen

1.2. Renten
Symbol Bezeichnungen e

1.3. Tilgun
Tt Rentenrate in Periode t et
n Lanzeit (t — 1, L )n) 2. Lineare Programme
m Anzahl der Rentenzahlungen pro Zinsperiode o
q Zinsfaktor R
Ro Barwert der Rente I
Rn Endwert der Rente 7. Induktive Statistik

Quellen
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Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

Rentenzahlung jeweils am Ende einer Zinsperiode, jeweils in Hohe
von

1. Finanzmathematik
1.1. Zinsen
TM=Ty=---=Tp=06ONnst.=r 1:2.Renten
Unterjdhrige Renten

Ewige Renten

= Rentenendwert R,: I

1.4. Kursrechnung

2. Lineare Programme

Rn=r1-q" " +r-q" 2 +...+1-q+T o
4, Einfiihrung
=T7T- (qTL—1 _l_ .qTL—Z _|_ e e ‘|_ q ‘|_ ]) 5. Deskriptive Statistik
n—1 6. W-Theorie
=T- Z qt (geometriSChe Re|he) 7. Induktive Statistik
t—=0 Quellen
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» Endwert R,, der Rente:

— - NREF, ,,

» NREF: Nachschtssiger Rentenendwertfaktor fir endliche
konstante Rente.

» Barwert der Rente;

qr — 1 . qr — 1

» NRBF: Nachschuissiger Rentenbarwertfaktor

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

1. Finanzmathematik
1.1. Zinsen
1.2. Renten
Unterjdhrige Renten
Ewige Renten
1.3. Tilgung

1.4. Kursrechnung

2. Lineare Programme
3. DGLs
4, Einfiihrung

5. Deskriptive Statistik
6. W-Theorie

7. Induktive Statistik

Quellen
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H H Wirtschaftsmathematik
Beispiel Rentenendwert Ftochborgor - WS2016

CS
Beispiel
Genau 10 Jahre lang wurde jeweils zum Jahresende ein Betrag von Lo
12.000 € zum Zinssatz von 4% angelegt. Wieviel kann zu Beginn 12 Renten
des 11. Jahres (entspricht dem Ende des 10. Jahres) abgehoben o
werden? 1 Ko
Losung:

Mitn =10, g = 1,04 und r = 12 000 gilt Folgendes:

1,0410 — 1

R10 =12 000 - 1041

=12 000 - 12,006107

— 144 07328 [€]
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H H Wirtschaftsmathematik
Beispiel Rentenbarwert Ftochborgor - WS2016

S
Beispiel
Aus welchem zum Zeitpunkt 0 eingezahlten Betrag kann 10 Jahre ok A
lang bei 4% Zins eine konstante nachschissige Rente von 12.000 e renten
€ bezahlt werden? Ewige Renten

1.3. Tilgung
1.4. Kursrechnung

Losung: Frage nach dem Barwert einer Rente. Mit n =10, q = 1,04
und r = 12 000 gilt:

1,0410 — 1
1,0411 — 17,0410

Ro =12 000 -

~ 12 000 - 8,110896

~ 9733075 [€]
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Umformung der Rentenbar- und -endwertformel

» Je nach Fragestellung: Laufzeit n, Rentenzahlung r, Verzinsungsfaktor

g .

» Rentenzahlung r:

" NRBF,,

T

» Laufzeit n aus R,,:

In<1 + %)
In q

n =

» Laufzeit n aus Ry:

“In (1 _ Rg'i>

In q

n =

Ro -

qn+1 qn B Rn _ q —1
q"—1  NREF,, " qr—1
» (g aus Ro:

> g aus Ry:

r-q“—Rn-quRn—réO.

» Berechnung von q im Allgemeinen
nur naherungsweise (iterativ)
moglich

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

CS

1.1. Zinsen

1.2. Renten
Unterjéhrige Renten
Ewige Renten

1.3. Tilgung

1.4. Kursrechnung
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. . .o . Wirtschaftsmathematik
Beispiel nachschiissige Rente Etschberger - W52016

Beispiel

Ein Steuerberater kauft die Kanzlei eines alteren Kollegen und

muss als Kaufpreis 10 Jahre lang jahrlich-nachschiissig je 12.500 € 11, Zinsen
zahlen. Durch welchen Betrag kdnnte der Steuerberater diese e renten
Zahlungsverpflichung sofort bei Vertragsabschluss ablésen, wenn B iz
mit 8% Zinsen kalkuliert wird? 1+ Kamecmung

Losung: Gesucht ist der Rentenbarwert mit r =12 500, q = 1,08
und n = 10. Es gilt dann:

1,0870 — 1
1,081 —1,0810

Ro = 12500 -

= 12500 - 6,710081

— 83 876,01 [€]
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. . .o . Wirtschaftsmathematik
Beispiel nachschiissige Rente Etschberger - W52016

Q@S
Beispiel
Der Barwert einer Uber 15 Jahre laufenden nachschissigen 11, Znsen
Jahresrente betragt bei 5%-iger Verzinsung 10.380 €. Wie hoch e renten
sind die jahrlichen Rentenzahlungen? Ewige Renten

1.3. Tilgung
1.4. Kursrechnung

Losung: Gesucht sind die Rentenzahlungen r mit Ry = 10 380,
q = 1,05 und n = 15. Es gilt dann:

1,0576 —1,05'°
1,0515 — 1

r=10380-

— 10 380 - 0,096342

=1000,03 [€]
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Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

» Rentenbetrag wird jeweils zu Beginn der Zinsperiode in Héhe von
Ty =15=-.. =71, =1’ bezahlt.

» &quivalenzprinzip = Endwert der Rente:

1. Finanzmathematik

» vorschiissige Rentenzahlung r’ ~ nachschissige Rentenzahlung 111. Zinsen
o / 1.2. Renten
T = r=r q Unterjahrige Renten
Ewige Renten
‘l 1.3. Tilgung
n
. / q — . 1.4. Kursrechnung
Rn - L q . q — ] =T VREFp’n 2. Lineare Programme
3. DGLs
L 4. Einfiihrung
» VREF: Vorschiissiger Rentenendwertfaktor
5. Deskriptive Statistik
6. W-Theorie
7. Induktive Statistik
> Barwert der Rente:
Quellen
Ro = Rn-q "
1 1
= g = T . VRBF,,
qr-(q—1) q™ —q

» VRBF: Vorschissiger Rentenbarwertfaktor
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Unterjahrige Raten und jahrliche Verzinsung ""E‘{S‘j,fg:f;‘e':‘?w;gj‘;“‘

Aufteilung der Zinsperiode in mehrere gleich lange
Rentenperioden, d.h. m Rentenzahlungen pro Zinsperiode (= Jahr). 11, Zinsen
Dazu: 1.2. Renten

Unterjahrige Renten

Ewige Renten

» Rechnung mit einfacher Verzinsung innerhalb der Zinsperiode

1.3. Tilgung

1.4. Kursrechnung

» Rentenzahlungen nachschiissig (also am Ende jeder untetr;.
Rentenperiode) oder vorschiissig moglich

Lésung: Errechnung von konformen (gleichwertigen) jahrlich
nachschussigen Ersatzzahlungen zu den m unterjahrigen
Zahlungen.

Definition

Te heilst konforme jahrlich nachschiissige Ersatzrentenrate einer
nachschussigen (oder vorschissigen) unterjahrigen Rentenrate r.

39



Berechnung von r.:

falls unterjahrige Rente nachschiissig: falls unterjahrige Rente vorschiissig:

:
Te=T+71- 14+ — -1 re:r-(1—|—l-i)
m m
2 2
+7r- {1+ —-1 +r-(1+—.1>
m m
o + ...
m— 1 m .
_|_1~.(]_|_ — 1) + T (1—|—m l)
= Tr-m =T-m
1 : 1
+ir-—(1+2+...4(m=1)) +i-7-—(1+2+...4+m)
m m
. om— 1 . m+1
Te =T- m—l—l-T Te =T m—l—l-T

Aus Ersatzrentenrate r.: Weiterrechnen mit Formeln fir jahrliche nachschiissige
e Mun iwvwwe ha.dq&‘is;“i%b jokrliohe

Rente V A
Formdn 1t e
Adn{ma 0 Y) g g ‘07 Y

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

1. Finanzmathematik
1.1. Zinsen
1.2. Renten
Unterjdhrige Renten
Ewige Renten
1.3. Tilgung

1.4. Kursrechnung
2. Lineare Programme
3. DGLs
4. Einfiihrung
5. Deskriptive Statistik
6. W-Theorie
7. Induktive Statistik

Quellen
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H H Wirtschaftsmathematik
Beispiel konforme Ersatzrentenraten Ftochborgor - WS2016

Beispiel

Ein Sparer legt monatliche nachschussig 1.000 € auf ein Konto.

Wie hoch ist der Kontostand nach 10 Jahren bei einem Zinssatz 1.1, Zinsen
von 40/0? .Uéwte:]é:::ge Renten
Losung: Gesucht ist der Rentenendwert auf Basis der konformen 14 Kusechnung

Rentenraten. Mitn =10, m =12, g = 1,04 und r = 1 000 ergibt
sich Folgendes:

0,04-117 1,040 —1
R1O_1OOO-[1Z+ . ]-1)04_1

A\ . 4

12.22
—=12220-12,006107 = 146 714,63

Beim Zinssatz von i = 4% kann eine monatlich nachschissige
Rente von 1.000 € durch eine jahrlich nachschissige
Rentenzahlung von 12.220 € gleichwertig ersetzt werden. Der
Kontostand nach 10 Jahren betragt 146 714,63 €.
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8 Wirtschaftsmathematik
EW|ge Renten Etschberger - WS2016

Q/QQ
({ 3

» Eine Rente heif3t ewige Rente, wenn Anzahl n der
Ratenzahlungen nicht begrenzt, n also beliebig grof3 wird
(n — o0).

1.1. Zinsen
1.2. Renten
» Berechnung des Rentenendwertes dann nicht moglich R

Ewige Renten

1.3. Tilgung

» Rentenbarwert Ry existiert jedoch: Y —

Ro = lim (r-NRBF) =1~ lim .9 ]

n—o00 n—o00 qn. q—]

: 1— L 1 T
=71 |lim d =T — = ~
n—oo\ d— 1 q—1 1

» Damit: Rentenbarwert einer nachschuissigen ewigen Rente:

T
RO:T
1
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Ewige Renten: Beispiel

Beispiel

Wie grol3 ist der Barwert einer ewigen nachschussigen Rente von
40.000 € pro Jahr, wenn der Zins bei 8% liegt?

Losung:

» Anmerkung: Geht man von einer vorschiissigen ewigen Rente
aus, so ergibt sich fir den Rentenbarwert:

Ro =

40 000
0,08

/
T
RO :T’—|—T

= 500 000

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

CS

1.1. Zinsen

1.2. Renten
Unterjéhrige Renten
Ewige Renten

1.3. Tilgung

1.4. Kursrechnung
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