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Mögliche Fälle für Z

1 Z = ∅, d.h., es existiert keine zulässige (x1, x2)-Kombination.

2 |Z| = 1, d.h., es existiert genau eine zulässige (x1, x2)-Kombination.
Dieser Fall tritt meist dann auf, wenn die Restriktionen in Form von
Gleichungen formuliert werden.

3 |Z| > 1, d.h., es existieren mehrere zulässige Lösungen.

In den ersten beiden Fällen ist durch die Restriktionen das
Planungsergebnis festgelegt.

Im ersten Fall können nicht alle Restriktionen gleichzeitig erfüllt werden,
im zweiten Fall gibt es eine einzige Lösung, die alle Restriktionen erfüllt.

Im letzten Fall entsteht weiterer Planungsbedarf, da für die
Modellvariablen noch Spielraum besteht. Um diesen Spielraum
weiter einzuschränken, ist eine Zielsetzung zu formulieren, die die
zulässigen Lösungen bewertet. Kann diese Zielsetzung z als lineare
Funktion der Modellvariablen modelliert werden, so entsteht ein
lineares Optimierungsproblem mit der Zielfunktion z(x) und
Nebenbedingungen in Form von Gleichungen und/oder
Ungleichungen.
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Lineare Produktionsplanung: Beispiel

Der holzverarbeitende Betrieb aus Beispiel 1 verfolgt die
Zielsetzung der Gewinnmaximierung. Die Spanplatten vom Typ A
bringen 4 €, die vom Typ B 5 € Gewinn pro Stück.

Zusammen mit den Restriktionen aus Beispiel 1 kann nun ein
mathematisches Modell in Form eines linearen
Optimierungsproblems formuliert werden.

Zielfunktion:

z(x1, x2) = 4x1 + 5x2 −→ max (Gewinnmaximierung)

Nebenbedingungen:

(1) x1 + 3x2 5 1500 (Vorrat F1)
(2) 2x1 + x2 5 1200 (Vorrat F2)
(3) x1 + x2 5 700 (Kapazität Presse)

(4)(5) x1, x2 = 0 (nicht-negative Mengen)
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Beispiel: Graphische Lösung

Zur graphischen Lösung des Problems: Zusätzlich Zielfunktion
in Graphik

Zu diesem Zweck: Darstellung von Isogewinngeraden

Für Gewinn in Höhe von c:

z(x1, x2) = 4x1 + 5x2 = c bzw. x2 =
c

5
−

4

5
x1 .

Graphische Darstellung der Optimallösung im Beispiel

Nur der Achsenabschnitt = c/5 hängt vom Wert c ab, die
Steigung = −4/5 jedoch nicht.

Im Beispiel maximaler c-Wert im Schnittpunkt der Geraden für
die Nebenbedingungen (1) und (3), d.h. in
(x1, x2) = (300,400).

Ein höherer Zielfunktionswert als

z(300,400) = 4 · 300+ 5 · 400 = 3200

kann unter Einhaltung der Restriktionen nicht erreicht werden.
Man spricht von einer optimalen Lösung.
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Beispiel, Bereich optimaler Lösungen

Variante: Gewinnbeiträge der Spanplatten aus Beispiel 1 jetzt für beide Typen
gleich 4.- € pro Stück, d.h. z(x1, x2) = 4x1 + 4x2 ,

In diesem Fall: kein eindeutiges Optimum

Bereich Z∗ optimaler Lösungen; beschreibbar durch folgende Menge:

Z∗ =

{(
x1

x2

)
∈ R2

+ : 4x1 + 4x2 = 2800,x1 ∈ [300,500]

}
Z∗ entspricht der durch die Punkte C = (300,400) und D = (500,200)

begrenzten Strecke.

Zusammenfassung für graphische Lösung linearer Optimierungsprobleme
(mit nicht-konstanter Zielfunktion):

Optimale Lösungen liegen stets auf dem Rand des zulässigen Bereiches Z

beziehungsweise in „Ecken“ von Z.

Mindestens eine Ecke gehört zur optimalen Lösung.

Entspricht Menge der Optimallösungen genau einer Ecke von Z ⇐⇒ ist
Optimallösung eindeutig.

Gibt es zwei „optimale Ecken“ , so ist die Menge aller Punkte der durch diese
Ecken festgelegten Strecke optimal.
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