Wirtschaftsmathematik

Einflihrung in einige Teilbereiche der Wirtschaftsmathematik

Wintersemester 2016

HSA Wing Sessionlist WS 2016

Datum N. Zeit UE Themen
|Dienstag, 20. September 2016 1 18.00-21.15 4 Einfiihrung, Zinsen, Renten
|Dienstag, 27. September 2016 2 18.00-21.15 4 Tilgung, Festverz. Wertpapiere
|Dienstag, 4. Oktober 2016 3 18.00-21.15 4 Lineare Optimierung: Einfiihrung, Losungsmethoden
|Samstag, 8. Oktober 2016 4 08.00-11.45 4 Lineare Optimierung: Standardmaximumproblem, Simplex
|Dienstag, 11. Oktober 2016 5 18.00-21.15 4 Gewdhnliche Differentialgleichungen
|Samstag, 15. Oktober 2016 6 08.00-11.45 4 Analytische Losung linearer DGLs
|Dienstag, 18. Oktober 2016 7 18.00-21.15 4 Einflihrung, univ. Statistik, Konzentration
|Samstag, 22. Oktober 2016 8 11.45-15.00 4 Korrelation, Regression, Preisindizes
|Dienstag, 25. Oktober 2016 9 18.00-21.15 4 Kombinatorik, Wahrscheinlichkeiten; Binomial, Hypergeo, Poisson
|Samstag, 29. Oktober 2016 10 08.00-11.15 4 Zufallsvariablen, Lage- und Streuung, Stetige 7V, Gleich-vtlg.
|Dienstag, 15. November 2016 11 18.00-21.15 4 Normalvtlg., Schétzen und Eigenschaften von Punktschadtzern
|Samstag, 26. November 2016 12 08.00-11.15 4 Konfidenzintervalle, t-Test
Dienstag, 29. November 2016 13 18.00-21.15 4 Puffer, Wiederholung Besprechung Probeklausur
Samstag, 3. Dezember 2016 09.30-11.00 Klausur (reguldrer Termin 90 Min., mit Aufsicht)

Prof. Dr. Stefan Etschberger

HSA
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Makrodkonomische Systeme und deren Beschreibung

» Lassen sich Beobachtungen an
wirtschaftlichen Daten und vor
allem deren Veranderung nutzen,

» um Entwicklungen aggregierter
Grof3en in Volkswirtschaften wie
z.B.

® den Beschaftigungsgrad oder
e das Bruttoinladsprodukt

» zu modellieren und zu
analysieren?

Dazu: Makrookonomische Modelle

! ata
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Das Modell zyklischen Wachstums von Goodwin

Lohnquote und Beschiaftigungsgrad: Problem

P Betrachtung einer wirtschaftlichen Wachstumsphase

P Gesucht: Ausdruck fiir sich gegenseitig beeinflussende
Lohnquote u(t) und Beschaftigungsgrad v (t)

Verwendete Symbole:

P Wachstumsfaktor der Arbeitsproduktivitat bzw. des

Arbeitskraftepotentials: «, 3

» Linearisierungskonstanten: p, vy

P Output pro Kapital: k

Modellannahmen reduzieren sich zu:

(t)

(t)
(t)

(t)

<

<
f‘"

F|e

el

Stféikende bef der Telekom

> Mit den Abkiirzungen:

ajq =
by =

> ergibt sich:

K—a—fp az
Y+ « : b

a; — au(t)

—bq + bz\)(t)

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

Einfiihrung

Ein makrookonomisches
Modell

Analyse von
Differentialgleichungen

Grundlegende Begriffe

Qualitative Analyse von
Systemen

Beispiele fur analytisch
|6sbare DGL

Lineare DGI

70



Zusammenfassung

Beschiftigungsgrad und Lohnquote

{Lt) — a; — ay - u(t)
v(t)
% = —b;+ by -\)(t)

» Gleichungen beinhalten jeweils die gesuchte Funktion und
ihre Ableitung

» Und nur eine Veranderliche (hier t)

» Solche Gleichungen nennt man gewéhnliche
Differentialgleichungen

» Notig fur weitere Analyse der Modelle: Aussagen Gber
Verhalten des Systems
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Begriffe

» Differentialgleichung: Eine Gleichung einer gesuchten Funktion y
und einigen ihrer Ableitungen

» Gewodhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung: Gleichung
gesuchter Funktion y und einigen Ableitungen nach einer
Veranderlichen x, also Gleichungen der Form:

d d"
F (x,y,—y,... —y> =0 oder F(x,y,y’,...,y(“)) =0

dx’ " dxn
» Explizite Differentialgleichung erster Ordnung: y' = f(y,x)
( >y>y y . n)) — O)
y(xo) = Yo,

» Anfangswertproblem:
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Analyse von Differentialgleichungen

» Wichtige Fragen:
e Gibt es eine explizite
Losung?
e Falls vorhanden:
Eindeutigkeit?
» Oft trotz Existenz und
Eindeutigkeit analytische

Lésung nicht moéglich; dann
zum Beispiel:

® Richtungsfelder
® Numerische Losungen

Beispiel numerischer Lésungen:

dy

dx

= —2xy?

Beispiel fiir cin Richtungsfeld %20

y=2.0

y=-2.0 y=20
¥=2.0 x=2.0
eqn#1: dyidx = |-2’x"y-"2

Min.x [-20 [Max.x [20

Min.y |-20 [maxy |20

Num. of segs: x |20 v [20 | supmitan
Show: v Slopes v Solutions v Lines v Poinis v Ticks v Axes v Init. Conds Euler 14 Step ‘U 01

Add init.

cond.. X ‘1 0024691358024693 |y ‘—022502739725027-‘1 |Submﬂ Show Table Clear All

Lasteror: | | Show Al Errors | Print - Frame
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Wirtschaftsmathematik

Analyse von Differentialgleichungen Ftschberger - WS2016

> Physikalisches Pendel,
Winkel v (t),
Winkelgeschwindigkeit
u(t), Dampfung A > 0

» Wichtige Fragen:
® Gibt es eine explizite

Losung?
e Falls vorhanden: -
Eindeutigkeit? dv _ ¢
a — u( ) ihrung
» Oft trotz Existenz und ) il i

. . . o ] litative Analyse von
Eindeutigkeit analytische du ) A-ult)

.o . .o . — — —S1IN\V)| — - U oiele fuir analytisch
Lésung nicht moglich; dann dt i
zum Beispiel: e bl

. u=3 \ Y \ \ u=3
® Richtungsfelder jj§§§§§j:;«§§§j:j§§§
° oo s s gl i« Nt TR \ b 7 S \
® Numerische Losungen wiii’”isiiiii\éi‘iiiié\
® Bei Systemen ohne T Id eIt
. . . ey oy T 2N w N i = F L0
Abhangigkeit von TEI R TIRI TEFRL
Parameter: Trajektorien 1H-I BT IR IR )
T3 AR WY Rt b
& i N : :: :: h & b : : : A i b “ : :
LI SN by s ¥ L ~ oy - S oo
L S g i X S s oy = ® ok o v w0
LU N S e L S , o« % Ny L . s
A T L o BN N e e, = B L
N '\ L \ N i L 4 = X \ L s & N
= Y s L e
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Analyse von Differentialgleichungen Ftschberger - WS2016

> Physikalisches Pendel,
Winkel v (t),
Winkelgeschwindigkeit
u(t), Dédmpfung A > 0

» Wichtige Fragen:
® Gibt es eine explizite

Losung?
e Falls vorhanden: -
Eindeutigkeit? dv _
. dt — u(t) ihrung
» Oft trotz Existenz und ) wlegende Begrife
. . . o o litative Analyse von
Eindeutigkeit analytische du , omen
. . . . . - — —Sln(\)) - }\ : u(t) oiele fur analytisch
Lésung nicht moéglich; dann dt are DGL
<are DGI

zum Beispiel:

: g ANV
® Richtungsfelder E o o Gt § b St
® Numerische Losungen [ © ~Jerabes T2 2 0 0N 3 20 D AN
e Bei Systemen ohne SN N

. . N Hal o DA N Sl 2 Ry A
Abhangigkeit von STER R PSS FRIAEAN
. . . L o 7 oAy . 4t \
Parameter: Trajektorien AR ARIERRTARER.
. ¥ ¥ i i [
@ Stabile Punkte IR/ VY MRV
R :»’%N:W:LNQnLW:
% . o o KO = v
vl ‘mxxwﬁjff\:{jﬁ
Ut
_EEE S e Bl e
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Beispiel: Rauber-Beute-Dynamik Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2016

» Pflanzenfresserpopulation B(t)
wachst (ungestort) mit konstanter
Rate a;.

> Bei Existenz von Raubtieren mit den; !
Pflanzenfressern als Beute:
Raubtierbestand R(t) vermindert
Wachstumsrate der Beutetiere
proportional:

Einfiihrung
Grundlegende Begriffe

B (t) ?;;i!:ztei:e Analyse von
—— =a; —ay - R(t
B~V T @ (t)

Analyse des Modells von
Goodman

Beispiele fur analytisch
l6sbare DGL

Lineare DGI

A 12k
» Ohne Beute (B(t) = 0) schrumpft Raubtierbestand kontinuierlich mit
konstanter Rate b.

» Andererseite wachst ihr Bestand proportional zur vorhandenen Menge der
Beutetiere:

t
R(%) = —by + by - B(t)
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Beispiel: Rauber-Beute-Dynamik

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2016

Rauber-Beute-Gleichungen

> Pflanzenfresserpopulation B(t) N

Y os 4 e = = = m e e BT S L™ \\\\
T S N T \iii
wachst (ungestort) mit konstanter i et o O 8 B e
15 o f ok a o am e W W R R e e \
Rate a;. el TP g g B N
. R R B R N
. . . . P L T T U T TN
> Bei Existenz von Raubtieren mit den Al S PR A = o
[ A P e T S N N N NN
Pflanzenfressern als Beute: i dd 2 i By aes TR
Rantierbestand R(t) Vermindert ; : Z(Umaagamaawzwaa) v v ow LR i t
Wachstumsrate der Beutetiere o Loy S B
1 . L e T T Einfihrung
prOpOrtIOnal. — SinS o - Grundlegende Begriffe
B - Qualitative Analyse von
B(t) Systemen
—— =qa7 — Qy - R(t) Analyse des Modells von
B(t) Goodman

Beispiele fiir analytisch
|6sbare DGL

» Ohne Beute (B(t) = 0) schrumpft Raubtierbestand kontinuierlich mit
konstanter Rate b;.

Lineare DGI

» Andererseite wachst ihr Bestand proportional zur vorhandenen Menge der
Beutetiere:

» System von Differentialgleichungen beschreibt im B-R-Diagramm zyklische
Kurven.

» Bekannt als Lotka-Volterra-Gleichungen
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Analogle der MOde”e Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2016

Beute-Jager-Modell Goodman-Modell
B(t) vit)
B a; — ay - R(t) o a; —a; - u(t)
R(t) u(t)
- - = — . B —_— = — C Einfihrung
R(t) b1 —'_ bz (t) u(t) b] + bz V(t) Grundlegende Begriffe

Qualitative Analyse von
Systemen

Analyse des Modells von
Goodman

» Die Beschaftigungsgrad v(t) entspricht der Beute,

Beispiele fiir analytisch
|6sbare DGL

» Die Lohnquote u(t) den Raubern Linare DGI
» Jede Losung: Zyklus im u-v-Diagramm
» Anfangsbedingungen bestimmen Orbit

» Stationare Losung bei uw = a;/a; und v =b; /b,
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g Wirtschaftsmathematik
Mechanik des Modells Ftochborgor - WS2016

Beschaftigungsgrad v kleiner als ()
b /b, — Lohndruck ist gering, vit _ _a -
Reallohne sinken. v(t) ; 5 =i

Dadurch: Sinkende Lohnquote (und

steigende Gewinnquote — wachsende ——~ = —b; +b,-v(t)
Investitionen) u(t)

Einfiihrung

. . . Grundlegende Begriffe
Diese erhohen die Wachstumsrate der

Qualitative Analyse von

Produktion und sobald diese das Richtungsfeld mit a; =2, a,; =b; = b, X7

Wachstum der Arbeitsproduktivitat Goodman "
Ubersteigt, kommt es zu

Neueinstellungen und der
Beschaftigungsgrad nimmt zu.

b

erVVV1A74““A

Beispiele fiir analytisch
|6sbare DGL

Lineare DGI

A2 I N NV N N

Dann: Steigender Beschaftigungsgrad
und Lohndruck; Reall6hne wachsen,
senken die Gewinnquote, die
Investitionen und die Wachstumsrate
der Wirtschaft. Sobald diese unter die
Wachstumsrate der Arbeitsproduktivitat
gesunken ist, sinkt der
Beschaftigungsgrad wieder.

“I“““‘

~ X
v“44A>|>vv¥1
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Empirischer Gehalt des Modells

Westdeutsche Daten 1960-1995
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Quelle: Sachverstandigenrat (1996)
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Beispiele flir analytisch I6sbare DGL Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2016

. too
St =] Swde = -gt

» Konstante Beschleunigung: 7
sQ) 35: s« = - lat"
s(t) =—g
Einfihrung
> DGL der FOrm Ti—x. :&LC‘, Grundlegende Begriffe
X Qualitative Analyse von
L//V Tmma JAJ VMI.Q.L‘Q\\! Systemen it

Beispiele fiir analytisch

i&_ = xt** cg)‘fia-: &.]al |6sbare DGL
3 % :Ix’ﬂx Lineare DGI

» Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung der Form “heec
= Clyl=R4c

- _ _%x3ec
y' + f(x)y = g(x) & g=e®

y' =f(x) - g(x), zB.y =x%y

mit
® ¢g(x) = 0: homogene DGL
® ¢(x) # 0: inhomogene DGL
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nif{miidaldd.m&m Giblen noch ouslere LSsu...k.,, e alga.fm':

Linense OGL 1. °"°'~“““¥ DM.\.. Aunohme : ?.,,Lx) wt s e amdm_
‘(
Goudd: Tublion y: R0 = IR (“ ) i: l 41 Ty k- -4 e.'“w S fwy
x)

mit gz flos 0o o

= ’—I. =0
R |

llonuozuw. DGL ¢ $ 8'j~f(x) @ (zt_,.) 20 > 1t =c 2

Bunpied 3. 21y & z[g)ae,u also : alle L;sw.stu des lnouaau.u bgL
gt ‘3§.La‘“* der howogeutn P 4 Fla b die Torw
©y' = eyl griw gyl = ¢ eI flade
also : eder Vielfacke waiser Lotum
andln ine. Lotiuny desr ubt.L Uu‘,,rid ( Aufyabe 38)
Wie findet mom e Losumg, * Q) xy' =4y +x°
Avwohme : Wir habun e ddu}c Funlition f ootk : Lsxma. du howagintm OGL
auf lukavall T
x fuxfo = a‘ “‘,%x“
mit AL = S fe)olt X, % EL Lty =730
1 ““t:i‘“"“‘ howaen: g =%
Y Lf(ﬂ&t ) S,'f({)o(l / j%da Yo tanlx)
dx\ & ™o Yu = c-e =c-e
Tx) L) x>0 ! 3“: c Cl"“*xo e&.g“
= Ty = 2x) £
) 2 frae gzeoxt

Al wt dic Fumblion tlx)=e uae Lsa.

v
des howagene DGL ( Viedfaskse von 2Le) owch) [Probe: qu=cux® = Foa's togn]
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Motivation

P (t) = - u(t) mit konstantem « beschreibt Wachstums- oder
Schrumpfungsprozesse

P Aber: Um 1650 jahrliche Wachstumsrate der Weltbevélkerung 0,3% (x ~ 0,003), heute
ca. 2% (x ~ 0,02)

P Also: « nicht konstant — o(t)

P Und: Gegebenfalls Zufuhr oder Abwanderung von/nach auen (Immi- bzw. Emigration) Einfiihrung

> Dann DGE (1) = (t)u(t) + (1) e
Systemen

DEﬁ n Itlon Beispiele fiir analytisch

l6sbare DGL
Lineare DGI

» Lineare Differentialgleichung erster Ordnung

Lineare DGl erster Ordnung

y' = f(x)y + s(x)

> s(x) heil3t Storfunktion

/

» Wenn s(x) : x — 0: Homogene DGl y’ = f(x)y

» Andernfalls: Inhomogene DGI
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Zundchst: Losung der homogenen Gleichung

» Klar: Wenn y(x) eine Losung der DGI, dann ist auch ein Vielfaches Cy
eine L6sung

» Annahme: f(x) soll stetig auf Intervall I sein. Damit existiert Einfubron
Sta m mfu N ktio N Grundlegende Begriffe

Qualitative Analyse von
Systemen

* Beispiele fiir analytisch
Alx) = J f(t)dt farallex eI mitxo € I fest

Lineare DGI

Lineare DGl erster Ordnung
> Es qilt:
ieff(x)dx _ f(x)eff(x)dx

» Damit z : x — el f¥)dx jst L 3sung, jedes Vielfache Cz auch

» Das sind auch alle Lésungen, denn bei beliebiger Losung y gilt
4.4 — 0, also y/z konstant, z.B. C, damity = Cz

80



Lineare DGI erster Ordnung bl

Satz zur Losung von homogenen linearen DGIs 1. Ordnung

» Voraussetzung: f(x) auf dem Intervall I stetig.
» Dann sind die Losungen der DGL y’ = f(x)y genau die

Funktionen

Einfihrung
J‘ f (X ) dx . . Grundlegende Begriffe
y:x—C-e mit der freien Konstante C Qualitative Analyse von

Systemen

Beispiele fur analytisch

|6sbare DGL

» Und: Die Anfangswertaufgabe y’ = f(x)y, y(xo) = yo (mit Lineare DGI

Lineare DGl erster Ordnung

xo € I, yo beliebig) besitzt genau eine Lésung

» Bestimmung von C Uber tGiber Anpassung der
Anfangsbedingung.

> Beispiele:

e y' = (sinx)y, y(0)=T
oy =1y y()=2
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Losung der inhomogenen Gleichung

» Gegeben:y’ = f(x)y + s(x), wobei f und s auf dem Intervall I
definiert sind, und f(x) auf I stetig.

» Zuerst: Suche davon eine partikuldre Losung y,,, dann gilt fiir

jede andere Losung der DGI: Tt
Grundlegende Begriffe
/ Qualitative Analyse von
_ _ Systemen
(y o yp) o fy —l_ S— (fyp —|_ S) o f(y N yp) B)elzispielerranalytisch
l6sbare DGL
» y —y, ist also Losung der homogenen DGl und damit gilt fur Lineare DGI
Lineare DGl erster Ordnung
y

y(x) = yp(x) + C - el FxIdx

» Damit ist das die allgemeine Lésung der DGL.

» Praktisch: Zur Lésung der inhomogenen Gleichung
ausreichend: Finden irgendeiner partikularen Lésung y,,

» Methode: Variation der Konstanten
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Variation der Konstanten

> Fasse C als differenzierbare Funktion in y, = C - e/ fX)dx auf

» Eingesetzt iny’ = f(x)y + s(x) ergibt sich

C(x)f(x) - eff(x)dx 4+ C/(X) . eff(x)dx — f(x)C(x) - ej"f(x)dx 1 s(x) g

Grundlegende Begriffe

Qualitative Analyse von
Systemen

> Damit gilt fir die ,Konstante” C(x) in der partikuldaren Lésung y,: kel il el

l6sbare DGL
Lineare DGI

Lineare DGl erster Ordnung

C(x) := Js(x) e~ [ T)dx gy

Zusammenfassung

allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung =
partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung +
allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung
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