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Finanzmathematik

Aufgabe 1

Eine Rechnung iiber 3.250 € wird nicht sofort bezahlt. Daher sind Verzugszinsen in Hohe
von 144,45 € zu bezahlen. Fiir welche Zeitspanne wurden Verzugszinsen berechnet falls der
Zinsful} 8% betragt.

Lésungshinweis:

K, — Ko 144,45

n =Kol +n-1) " TKe-i | 3250-0.08

~ 0,5556 Jahre = 200 Tage



Aufgabe 2

Ein Girokonto weist am Jahresanfang ein Guthaben von 2.400 € auf. Am 6. Mirz werden auf
das Konto 10.000 € iiberwiesen; am 21. Januar und am 16. Februar werden jeweils 4.000 €
abgebucht. Die Bank berechnet 12% Sollzins und 0,5% Habenzins. Stellen Sie die Zinsab-
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rechnung zum 1. April auf.

Lésungshinweis:
20 Zinstage 25 Zinstage 20 Zinstage 25 Zinstage
Kontostand = +2400 € —1600 € —5600 € +4400 €
—- — > >
1. Januar 21. Januar 16. Februar 6. Méarz 1. April -

20 25 20 25 —
200,005 - 2400 — 220,12 - 1600 — 2% - 0,12 - 5600 + 25 - 0,005 - 4400 = —48,46 €
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Aufgabe 3

Jemand zahlt am 2. Juli 1999 auf sein Sparkonto 1000 € ein. Wie hoch ist der Kontostand am
2. April 2008 bei 3% Zins, falls das Konto zu diesem Zeitpunkt abgerechnet wird.

Lésungshinweis:

179 3\8 91
K = 1000(1 _.0,03>(1 _) (1 _.0,03) ~ 1295.42
* 360 * 100/ ' T 360
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Aufgabe 4

Jemand legt 20.000 € zu 6% zinseszinslich an. Auf welche Summe wichst das Kapital in 5

Jahren an bei

a) jahrlicher,

b)
c)
d)
e)

halbjéhrlicher,
monatlicher,
taglicher oder

stetiger Verzinsung?

Lésungshinweis:

a)
b)
c)

d) |1+

e)

1,06 ~ 26.764,51
1,0310 ~ 26.878,33
-1,005%0 ~ 26.977,00
( 0,06

360
0065~ 26.997.18

360-5
) ~ 26.996.50
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Aufgabe 5

Eine Kapitalanlage hat sich in 10 Jahren verdoppelt. In der ersten Hélfte der Laufzeit betrug
der Zinssatz 4%. Wie hoch war er in der zweiten Hélfte?

Lésungshinweis:

K19 =2Ko = Ko -1,04° - ¢°
= 2=104-¢°
2
= —— ~ 1,1045 = 10,45%
~ 9= 704 ?
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Aufgabe 6

a) In welcher Zeit verdoppelt sich bei Zinseszinsrechnung jedes beliebige Anfangskapital
K bei einem jihrlichen Zinssatz von p = 5%?

b) Wie muss der jihrliche Zinssatz bei Zinseszinsrechnung aussehen, wenn sich das An-
fangskapital in 10 Jahren verdoppeln soll?

Lésungshinweis:

. In2
T Inl1,05
b) 2Ko=Ko-q'° = ¢q= W2=10718

a) 2Ko=Kp-1,05" = n

14,2
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Aufgabe 7

Wie lange miissen 10.000 € angelegt werden, damit sie bei einer jdhrlichen Verzinsung von
7% ein Endkapital von 25.000 € erbringen?

Lésungshinweis:

In 0,25
10.000 - 1,07" =25.000 = n = 1
In 1,07

~ 13,54 Jahre
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Aufgabe 8

Ein Waldbestand hat einen Tageswert von 1 Mio. €. Aufgrund von Abholzung und Umwelt-
schiden, nimmt der mengenmaifige Bestand jahrlich um 10% stetig ab; der Preis des Holzes
steigt halbjdhrlich um 4%.

a) Welchen Tageswert hat der Wald in 10 Jahren?
b) Nach wie viel Jahren hat sich der Wert des Waldes halbiert?

Lésungshinweis:

a) Ko = po-xo = 1.000.000 = Kio=po-(1,042)" - x0-¢ "0 ~ 806.069

Preis in 10 J. Waldbestand in 10 J.

b)

Ko = Ko - 1,042" . 7017

(SIS

1
= ln§=2-n-ln1,04—0,l-n

= n =~ 32,15Jahre

10
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Aufgabe 9

Die Effektivverzinsung einer Anlage, die vierteljdhrlich verzinst wird, ist 6,14%. Wie hoch ist
der (nominale) Jahreszinsfuf3?

Lésungshinweis:

-\ 4
(1+%) =10614 = i=(¥10614—1) 4=006=6%

11
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Aufgabe 10

Jemand zahlt am Ende eines jeden Jahres 1000 € auf sein Sparkonto ein, welches zu 3%
verzinst wird. Wie hoch ist der gesparte Betrag einschlieBlich Zinseszins am Ende des 10.
Jahres?

Lésungshinweis:

1,0310 — 1
Rio = 1000 ——— = 11.463,88€
0,03

’

12
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Aufgabe 11

Fiir den Kauf einer Maschine stehen folgende Zahlungsalternativen zur Auswahl:

a) 8.000 € sofort, 4 jahrliche Raten zu je 2.000 €, zahlbar am Ende eines jeden Jahres
b) vier jihrliche Raten zu je 4.000 €, zahlbar am Ende eines jeden Jahres

¢) 5.000 € sofort, je 3.000 € am Ende des 2. und 3. Jahres und 5.000 € am Ende des 4.
Jahres.

Fiir welche Zahlungsalternative (Barwertvergleich) soll man sich bei einem Zinssatz von 10%
entscheiden?

Lésungshinweis:
, 1 1,14 -1
a) Kapitalwert: 8000 4+ 2000 — ~ 14.339,73
1,14 0,1
1 1,14 -1
b) Rentenbarwert: 4000 - — - ~ 12.679,40
1,14 0,1

3000 n 3000 n 5000
1,12 1,13 1,14

¢) Kapitalwert: 5000 + ~ 13.148,35

Also: Variante (2) ist am glinstigsten

13
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Aufgabe 12

Ein heute 55-jdhriger Arbeitnehmer hat in 10 Jahren einen Anspruch auf eine monatliche Be-
triebsrente von 500 €, die vorschiissig bezahlt wird. Durch welche Gegenleistung kann sie
heute bei einem Zinssatz von 6% abgeldst werden, wenn die Lebenserwartung von 77 Jahren
angenommen wird.

Lésungshinweis:

o = 500(12 +0,06- g) — 6195,00€

12 -1
Rente ab65: Ry =re-

q 1
- —5 ~ 51.93791 €
g—1 ¢

Ro
heute: o X 29.001,86 €
q

14



Aufgabe 13

Ein Bausparer hat einen Bausparvertrag iiber 50.000 € Bausparsumme abgeschlossen. Der
Habenzins betriagt 3%. Der Bausparvertrag ist zuteilungsreif, wenn 40% der Bausparsumme

hematik — Winter 2016 — Aufgabensammlung - (Seite 15 von 109)

Wi
g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augst

eingezahlt sind.

a) Nach wieviel Jahren ist der Bausparvertrag zuteilungsreif, wenn
» 3.000 € jdhrlich nachschiissig

» 3.000 € jdhrlich vorschiissig

» 300 € monatlich nachschiissig
einbezahlt werden?

b) Welche Sparrate muf3 der Bausparer
» jihrlich nachschiissig

» jahrlich vorschiissig

» monatlich nachschiissig
leisten, damit der Vertrag in vier Jahren zuteilungsreif ist?

Lésungshinweis:

a) » 3000 € jahrlich nachschiissig:

1,03 — 1 n
20.000 = 3000W = 103" =12 = n~6,17Jahre
» 3000 € jihrlich vorschiissig:
1,037 — 1 _In1,194

20.000 = 3000 - 1,03 - ~ 6 Jahre

= =
0.03 " 103
» 3000 € monatlich nachschiissig:

Fe = 300(12 +0,03- %) =3649,50 = n = 5,15Jahre

b) wie a), jetzt r gesucht
» jahrlich nachschiissig: r = 4780,54 €
» jahrlich vorschiissig: r = 4641,30€
» monatlich nachschiissig: r. = 4780,54 = r =392,97€

15
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Aufgabe 14

Das Vermogen von A ist mit 100.000 € doppelt so hoch wie das Vermogen von B. A spart
jahrlich 4.000 € nachschiissig, wihrend B 8.000 € spart. Die jahrliche Verzinsung ist 6%.

a) Nach wie vielen Jahren sind die Vermdgen von A und B gleich hoch?

b) Wie hoch muss die jdhrliche Sparleistung von B sein, damit er in 10 Jahren das gleiche
Vermogen wie A hat?

Lésungshinweis:

1,06" — 1 1,06" — 1

100.000 - 1,06" + 4000 = 50.000-1,06" + 8000——— = ~ 23,79
Y * 0.06 * 0.06 "
1o 1,0610 —1
b) 50.000-1,06"" = (r, — 4000 ) ———— = rg =10.793,40€
N ——— S~—— 0’06
Vorsprung von A Sparrate von A
16
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Aufgabe 15

Jemand mochte von seinem 63. Geburtstag an 20 Jahre lang eine jdhrliche nachschiissige
Rente in Hohe von 20.000 € ausbezahlt bekommen. Welchen Betrag muf} er dafiir 30 Jahre
lang bis zu seinem 63. Geburtstag monatlich vorschiissig einbezahlen? Der Zinsful} betrage
5,5% jéhrlich.

Lésungshinweis:

1,050 — 1 1

Ro = 20000 =555 " 105520
= 239.007.65€
_ 13\ 10550 —1
= r(12 + 0,0557) 0055

= r=20701€

17



hematik — Winter 2016 — Aufgabensammlung - (Seite 18 von 109)

Wi
g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augsk

Aufgabe 16

Als Kaufpreis fiir ein Haus hat der Erwerber 5 Raten von je 100.000 € zu leisten. Die erste
Rate muss sofort bezahlt werden, die iibrigen in jdhrlichen Abstinden. Mit welchem Betrag
konnte bei 5% Zins die ganze Schuld sofort beglichen werden?

Lésungshinweis:

1 1,05° —1
. 1’05 -
1,05% 0,05

Ro = 100.000 - = 454.595,09

18
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Aufgabe 17

Welches Kapital benotig man heute, wenn daraus 5 Jahre lang zu jedem Quartalsbeginn eine
Spende von 1000 € iiberwiesen werden soll? Die vierteljahrliche Verzinsung ist 1%.

Lésungshinweis:

1,0120 — 1 1
Ro=1000- ——— 1,01 - ——— ~ 18.226,00€
0,01 1,0120

19
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Aufgabe 18

In einer Pensionszusage wird eine Rente iiber 5000 € zu Beginn eines Quartals 10 Jahre lang
bezahlt. Welchen Betrag muss die Firma bei einem Jahreszinssatz von 5% am Anfang der
Rentenzahlungen fiir die Pensionsriickstellung (Barwert) einsetzen?

Lésungshinweis:

re = 5000 - (4 + 0,05 - g) =20.625 = Ro=159.260,77€

20



Aufgabe 19

Ein Unternehmen nimmt einen Kredit iiber 500.000 € zu 7% Zins auf. Der Kredit ist in fiinf
Jahren mit gleichbleibenden Tilgungsraten zu tilgen. Erstellen Sie den Tilgungsplan.

Lésungshinweis:

T = —-500.000 = 100.000
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Ry

Zi

T

A

500.000
400.000
300.000
200.000
100.000

0

35.000
28.000
21.000
14.000
7.000
0

100.000
100.000
100.000
100.000
100.000

0

135.000
128.000
121.000
114.000
107.000

0

21
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Aufgabe 20

Ein Auto, das 57.000 € kostet, soll durch einen Kredit finanziert werden. Die Hausbank bietet
einen Kredit, der in zwei gleich hohen jdhrlichen Tilgungsraten zuriickzuzahlen ist, mit fol-
genden Konditionen an: Zins p.a. 8%, Auszahlung 90%. Wie hoch ist der Effektivzinsful} fiir
den Kredit?

Lésungshinweis:

S$-09 =S1000

57.000 S A, A
s=22"" ynd T=2 und 57.000=5-09="L 422
0.9 2 qg q*

= A, =S5-1/2+5-008=S5-058
und A =S-1/24S5-1/2-0,08 = S -0,54

§-058 §5-0,54
+

= S5:09=

q q?
, 0,58 0,54
=09 0
N q1/2:58ix/582+4-90-54% 1,1612 (> 0 — OK)
2-90 (< 0)

= 1~0,1612=16,12%

22
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Aufgabe 21

Eine GmbH nimmt einen Kredit tiber 2.000.000 € zu 10% Zins auf, der mit gleichbleibenden
Tilgungsraten in 20 Jahren zu tilgen ist. Berechnen Sie

a) die Restschuld am Anfang des 10. Jahres,
b) die Restschuld nach 15 Jahren,
c¢) den Zinsbetrag im 12. Jahr und
d) die Aufwendungen im 18. Jahr.

Lésungshinweis:

a) Ryo = 100.000- (20 — 10 + 1) = 1.100.000
b) Ris = 100.000 - (20 — 16 + 1) = 500.000
c) Zi2 = 100.000(20 — 12 4+ 1) - 0,1 = 90.000
d) A1g =1+ Z13 = 130.000

23



Aufgabe 22

Eine Anleihe von 1.000.000 € soll mittels gleichbleibender Annuitét zu 7% verzinst und in-
nerhalb der nichsten 5 Jahre getilgt werden. Wie gestaltet sich der Tilgungsplan?

Lésungshinweis:
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A = 1.000.000

1,07°

1,07°-0,07

~ 243.890,69

Ry

Zi

Ty

A

1.000.000,00
826.109,31
640.046,26
440.958,81
227.935,23

70.000,00
57.827,65
44.803,24
30.867,12
15.955,47

173.890,69
186.063,04
199.087,46
213.023,58
227.935,23

243.890,69
243.890,69
243.890,69
243.890,69
243.890,69

24



Aufgabe 23

Nach 20 Jahren betrdgt die Restschuld eines Annuititenkredits, der zu 8% verzinst wird,
eine Gesamtlaufzeit von 25 Jahren hat und mit gleich hohen Annuitéiten getilgt wird, noch

hematik — Winter 2016 — Aufgabensammlung - (Seite 25 von 109)

Wi
g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augsk

37.403,27 €. Erstellen Sie den Tilgungsplan der letzten 5 Jahre.

Lésungshinweis:

Gegeben: Ry; = 37.403,27. Berechnung von S aus

25 _ 20 —1
. q q . . n 4 .
Ryy=8-——"F— = 8§=100000 = A=S5-9"- = 9367,88
q25 -1 qn -1
Jahr Ry Zi Ty A
21  37.403,27 299226 6.375,62 9.367,88
22 31.027,66 2.482,21 6.885,66 9.367,88
23 24.141,99 1931,36 7.436,52 9.367,88
24 16.705,47 1.336,44 8.031,44 9.367,88
25 8.674,03 693,92 8.673,95 9.367,88
26 0,08 0,01 0,08 0,09

25
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Aufgabe 24

Ein festverzinsliches Wertpapier ist mit einem Kupon von 8 % p.a. und einem Riicknahmekurs
von 103 % nach 15 Jahren ausgestattet. Welches ist der Preis (Kurs) des Wertpapiers bei einer
Restlaufzeit von 7 Jahren unmittelbar nach der 8. Zinszahlung, wenn dem Erwerber eine dem
dann herrschenden Marktzinsniveau entsprechende Umlaufrendite von 9 % garantiert wird?

Lésungshinweis:

1,097 — 1

Csg=1,09".(8
s ( 1,091

+ 103) ~ 96,608
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Aufgabe 25

Von welcher durchschnittlichen jahrlichen Inflationsrate konnen Sie ausgehen, wenn ein Ka-
pital, das in zehn Jahren nominell 1000 € betridgt, dann einen Realwert von 900 € hat?
(Es wird angenommen, das der Betrag zuhause im Kleiderschrank lag.)

Lésungshinweis:

-0
10
900 = 1000- ¢ &  Gina = 1,"/3~1,010592 S g &~ 1,0592 %
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Aufgabe 26

Zu welchem konstanten jahrlichen Zins muss ein Betrag Ky am 1.1.2008 angelegt werden
damit am 31.12.2011 die Inflation ausgeglichen wurde? Die jdhrliche Inflationsraten der be-
treffenden Jahre seien dabei

Jahr 2008 2009 2010 2011
Inflation in % 3 2 4 5

Lésungshinweis:

qinfl = V1,03 -1,02-1,04- 1,05 ~ 1,03494 & i &~ 3,494 %

28



2016 — Aufgabensammlung - (Seite 29 von 109)

nter

hematik — Wi

Wi
g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augst

Aufgabe 27

Anton Arglos hat von seiner GroBmutter 30 000 € geschenkt bekommen, um sein Studium
zu finanzieren. Nehmen Sie fiir die Aufgaben a) und b) an, dass Anton sein Studium aus-
schlieBlich aus dem Geldgeschenk finanziert und von einem konstanten, jihrlichen Zins von
7 % ausgegangen werden kann. Stellen Sie Thren Rechenweg jeweils ausfiihrlich und nach-
vollziehbar dar!

a) Wie lang darf Antons Studium dauern, wenn er jahrlich nachschiissig 7000 € entnimmt?

b) Anton fillt auf, dass er das Geld eigentlich jdhrlich vorschiissig benétigt, aber mit
5000 € jahrlich auskommt. Wie lang kann sein Studium unter diesen Annahmen dau-
ern?

Am Ende seines Studiums bemerkt der geschiftstiichtige Anton, dass er nun insgesamt ein
Vermogen von 50 000 € besitzt. Anton bekommt ein Angebot seiner Hausbank, das Geld als
Festgeld zum jdhrlichen Zinssatz von iy,,s anzulegen. Anton freut sich, da er nun weil}, dass
er in 12 Jahren ein Endvermégen von 100 000 € besitzen wird.

¢) Wie hoch ist der Zinssatz iy,,s, den Anton von seiner Hausbank angeboten bekommt?

d) Die Onlinebank Fastmoney bietet ihm eine Anlage zu einem monatlichen Zins (mit mo-
natlicher Zinsausschiittung) von 0,5 % an. Soll er das Angebot von Fastmoney gegen-
tiber dem Angebot seiner Hausbank bevorzugen? Nehmen Sie (unabhéngig von Threr
Losung unter Aufgabe c) an, dass die Hausbank Anton einen jihrlichen Zins von 6 %
anbietet) Begriinden Sie Ihre Empfehlung rechnerisch!

Anton entschlieBt sich, anstatt das Geld anzulegen ein Haus zu kaufen. Hierfiir nimmt er
zusitzlich einen Kredit von 200 000 € zu einem konstanten Zins von 8 % auf. Der Kredit ist

mit gleichbleibenden Tilgungsraten in 20 Jahren zu tilgen.

e) Wieviel Zinsen muss Anton im 15. Jahr bezahlen?

Lésungshinweis:

n In ( A ) In ( 7000 )
2) R = r-q -1 g e o= r—i-Ro o = 7000-0,07-300000 ) _ 52716
0 g—1 In g In 1,07 ’ '
Das Geld reicht 5 Jahre.
b) R " =1 - < 30000 = 5000 - 1,07 1- 1,077
=7 - . el . y S —
n=rd T 0,07
6-0,07
6-0,07 In (1 ~10 )
=107 -1 & n=-———"1 7367,
1,07 In 1,07

das Geld reicht also in diesem Fall 7 Jahre.
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©) Kn = Ko(l + iHas)” & iHas = o000 — 1 = Y2 —1=10,05946 ~ 5,95%

d) Alternative 1: Uber effektiven Jahreszins:
{eff, Onlinebank = (1 + 0»005)12 ~ 1,0617 > 1,06 = {eff, Hausbank -

Alternative 2: Uber Endbetrag:
Ky Ontinebank = 50000 - (1 +0,005)1#12 = 102537,54

K Hausbank = 50000 - (1 + 0,06)'? = 100 609,82

In jedem Fall: Anton sollte das Angebot der Fastmoney-Bank bevorzugen.

e) Restschuld zu Beginn des 15. Jahres: 200000 — 14 - 10 000 = 60 000. Damit ist der Zins im 15.
Jahr: 60 000 - 0.08 = 4800.
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Aufgabe 28

Am 1. Januar des Jahres 1626 hat Peter Minuit, der damalige Gouverneur von Neu-Holland,
die Insel Manhattan von indigenen Ureinwohnern gegen Glasperlen, Kleidung und Mode-
schmuck im Wert von 24 Dollar eingetauscht.

Wie hoch wire der Wert dieser Summe am 1.1.2014 bei einem angenommenen nominalen
jahrlichen Zinssatz von 5% bei

a) jahrlicher (zinseszinslicher),

b) monatlich anteilig unterjdhriger bzw.

c) stetiger Verzinsung?

d) Wieviel hitte der durchschnittliche jdhrliche Zinssatz bei jidhrlich exponentieller Ver-
zinsung betragen miissen, wenn der Wert von Manhattan heute bei 13 Billionen Dol-

lar (Schitzung von New Yorker Immobilienmaklern fiir den reinen unbebauten Grund-
stiickswert in 2014) liegen wiirde ?

e) Wie lange hitten die Indianer mit dem Verkauf warten miissen, wenn sich der Wert von
Manhattan von den 24 Dollar jahrlich (exponentiell) um 15 % bis zu einem Wert von
1 Milliarde Dollar gesteigert hitte?

Lésungshinweis:

a) 24-1,052014-1626 ~, 3006311022,2

b) 24 - (1 + 0,05/12)12(2014-1626) -, £137903568,98
) 24 -¢(2014-1626)-0,05 -, 6390343312,05

d) (13.000.022.000.000)(1/(2014—1626)) ~ 10721

In ( 1.000.000.000

24 ) ~ 125,5
In1,15

e)
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Aufgabe 29

Die Eltern von Susi Sorglos mochten ihr ein Studium finanzieren. Dazu schenken sie ihr an ih-
rem sechsten Geburtstag, dem 1. Januar 2003, eine Kapitalversicherung. Die Eltern verpflich-
ten sich dabei, jahrlich vorschiissig ab diesem Datum und an jedem der folgenden Geburtstage
einen Betrag von 312 € auf das Versicherungskonto einzuzahlen. Die letzte Einzahlung erfolgt
an Susis 18. Geburtstag.

(Gehen Sie im Folgenden von Ein- und Auszahlungen auf ein Konto mit einem konstanten
jéhrlichen Zinssatz von 6% aus.)

a)

b)

9)

Uber welchen Betrag kann Susi nach der letzten Einzahlung am 1. Januar 2015 verfii-
gen?

Susi rechnet damit, dass sie ab dem 1. Januar 2015 bis zum Bachelor 3 Jahre studie-
ren wird. Uber welchen Betrag kinnte sie monatlich nachschiissig verfiigen, wenn Thr
Vermogen zum Beginn Thres Studiums 10 000 € betrigt?

Susi entschlieBt sich an Ihrem 18. Geburtstag auf die Zuwendung ihrer Eltern zu ver-
zichten, nicht zu studieren und gleich mit ehrlicher Arbeit Geld zu verdienen. Sie mochte
erst einige Jahre sparen, dabei rechnet sie damit, pro Jahr 3000 € nachschiissig zuriick-
legen zu konnen. Von dem angesparten Geld und den Zinsen (6 % p.a.) mochte sie vor
Ihrem 40. Geburtstag eine mehrjihrige Weltreise unternehmen.

Wie viele Jahre muss sie arbeiten, bis sie von dem angesparten Geld bis zu Threm 40.
Geburtstag jahrlich nachschiissig 30 000 € entnehmen kann?

(Hinweise: Uberlegen Sie wie lange das Projekt insgesamt dauert und setzen sie den
Endwert der Ansparphase gleich dem Barwert der Weltreisephase.)

Lésungshinweis:

## Error in library(sfsmisc): there is no package called ’sfsmisc’

## Error in eval(expr, envir, enclos): konnte Funktion "eaxis" nicht finden

a)

b)

c)

Vorschiissige Rente plus die letzte Zahlung am 18. Geburtstag:

Rp =312- 10621 1 06 4 312 = 5891,23 €

re=r-(1240,06- L) = r 12,33 und Ry = 10.000 = r, - L%=1 .1 0673 damit:

0,06
r = 10000 - =30341€
12,33 (1 —1,0673)
Endwert Ansparphase ist gleich Barwert Weltreisephase. Gesamtdauer Projekt: 22 Jahre, x Jahre
ansparen, 22 — x Jahre entnehmen:

1,06 — 1 1,06%27x — 1
3000 —— = 30000——— - 1,06 722
1,06 — 1 1,06 — 1
1,06 — 1 =10- (1 — 1,06"%?)
1,06* +10-1,06° - 1,0672% = 11
1,06* —32 1
T 1 4+10-1,06722

x=I (W)/ln 1,06 ~ 18,35424
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Die Weltreise kann nach der 19. Ansparzahlung, also am 37. Geburtstag starten, Susi kann bis
zum 40. Geburtstag damit 3 Jahre auf Weltreise bleiben, bis das Konto vollstindig gepliindert
ist.

33



2016 — Aufgabensammlung - (Seite 34 von 109)

nter

hematik — Wi

Wi
g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augst

Aufgabe 30

Sven Sonneohr hat sich mit einer SpaBpartei als Kandidat fiir das Europaparlament aufstellen
lassen und nach dem Wegfall der 3 %-Hiirde tatsdchlich ein Mandat als Abgeordneter ergattert.

Sein Plan sieht folgendermafen aus: Er mochte auf keinen Fall sinnvoll am politischen Ge-
schehen teilnehmen, sondern nur von seinen Privilegien als Parlamentarier profitieren. Er freut
sich neben dem monatlichen (steuerfreien) Gehalt auch auf eine zusétzliche Pauschale (eben-
falls steuerfrei), die er erhilt, ohne {iber deren Verwendung Rechenschaft ablegen zu miissen.
Daneben bekommt er weitere Zulagen, Sitzungsgelder, Erstattungen fiir Fahrten und Geld fiir
abrechenbare Sachaufwendungen sowie Ubergangsgeld nach dem Ausscheiden.

Er schitzt, dass er dadurch ab dem 1.1.2015 nach Abzug seiner Kosten 5 Jahre lang jihrlich
nachschiissig Netto 180 000 € auf ein mit 3 % verzinstes Konto einzahlen kann.

a) Welche Summe hitte er auf diese Weise bis zum 1.1.2020 angespart?
AnschlieBend mochte er von diesem Konto monatlich Geld entnehmen.

b) Welchen konstanten Betrag konnte er pro Monat ab dem 1.1.2020 vorschiissig entneh-
men, wenn das Kapital 55 Jahre lang (bis zu seinem 90. Lebensjahr) reichen soll?

¢) Wie lange wiirde das angesparte Kapital ab dem 1.1.2020 reichen, wenn Sven pro Monat
vorschiissig 4000 € entnimmt?

d) Wie lange wiirde es reichen, wenn er pro Monat vorschiissig 2300 € entnimmt?

Lésungshinweis:

1,03° — 1
a) Nachschiissiger Rentenendwert: R, = 180000 - T03-1 ~ 95564445 €.

b) Rentenendwert Ansparphase = (monatlich vorschiissiger) Rentenbarwert Entnahmephase;
gesucht: monatliche Rate r:

13 ss ¢! q—1
R,=r-(124+i-Bg>. 21— & r=R ~ 2926,81 €
n ( z)q q—l n(]_q—SS).(12+l’.12_3)
Te

¢) Wie b), jetzt Laufzeit n unbekannt und r = 4000:

SR o3y =g
R, =4000-(124i-5)-q""- To® Ry, =4000-(12+i-1). 1
q— q—
Ry -i
& q"=1- 5
4000- (12 +i - )
1 R, -i
& n=——In|l- n L | ~29,97652 ~ 30 Jahre
Ing 4000- (12 +i - )

d) 2300-(12+i-32)/R, ~ 0,029 < 3 %. Damit reicht das Kapital ewig. (Alternativ: Argument des
Logarithmus in Formel negativ, deswegen reicht Kapital ewig)
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Lineare Programme

Aufgabe 31

Das junge Start-Up-Unternehmen ,,Pimp-My-Phone‘ hat sich auf das Umgestalten von Mobil-
telefonen in die Form von Politikerkdpfen spezialisiert. Die von den Kunden am meisten nach-
gefragten Produkte sind die Pakete Angela (A) und Gerhard (G). Die Firma beschiftigt bereits
50 Angestellte und unterhélt 10 Maschinen. Durch den Verkauf eines Paketes A wird ein Rein-
gewinn von 15 € erzielt, der Verkauf eines Paketes G liefert im Vergleich dazu 20 € Gewinn.

Zur Herstellung eines Paketes A werden 20 Arbeitsstunden, 5 Maschinenstunden und 6 Ein-
heiten Kunststoffformteile verwendet. Um ein Paket G herzustellen, werden 10 Arbeitsstun-
den, 5 Maschinenstunden und 10 Einheiten Kunststoff benotigt. Insgesamt stehen pro Monat
160 Arbeitsstunden pro Mitarbeiter (Nebenbedingung Np), 200 Maschinenstunden pro Ma-
schine (/V>) und 3000 Einheiten Kunststoff (N3) maximal zur Verfiigung.

Die Geschiftsleitung mochte die Anzahl der hergestellten Pakete Angela (x1) beziehungswei-
se Gerhard (x;) hinsichtlich einer Gewinnmaximierung festlegen. Dabei kann davon ausge-
gangen werden, dass alle hergestellten Pakete auch verkauft werden.

a) Formulieren Sie das Problem als lineares Programm mit Nebenbedingungen und Ziel-
funktion.

b) Losen Sie das Problem graphisch (Berechnung der relevanten Geradenschnittpunkte ist
erforderlich).

¢) Lost man das Problem mit dem Simplexalgorithmus kann man zu folgendem Zwischen-
tableau gelangen:

@ -3 00 0 2 6000

) 14 0 1 0 —1 5000
&) 2 00 1 —3 500
3 1
) 3 100 g5 300

Bestimmen Sie rechnerisch auf Basis dieses Tableaus mit Hilfe des Simplexalgorithmus
eine optimale Losung. Wie hoch ist der maximal erzielbare Gewinn pro Monat?

d) Bei welcher Ressource hat die Firma in der Optimallosung noch nicht ausgeschopfte
Kapazititen?

e) Aufgrund von Popularititsschwankungen dndert sich der Gewinn eines Paketes Angela
auf Werte ¢; = 15 + y mit y € R. In welchem Intervall kann c; liegen, so dass die
Basis erhalten bleibt, also weder die Produktion von Angela noch die von Gerhard zur
Erreichung des Optimalpunktes komplett eingestellt werden muss.

Lésungshinweis:
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a) Zielfunktion (ZF):

b)

X

15x1 + 20x2 — max :
Nebenbedingungen:

(1) 20x1 4 10x2 < 160 - 50 = 8000 1
2) 5x1 4 5x2 <200 10 = 2000

(3) 6x1 + 10x2 <3000

500
Kandidaten fiir Optimum
A : ZF(400/0) = 15-400+420-0
c Rz
= 6000
C : ZF(0/300) = 15-0 4+ 20-300
= 6000
B:2:(2)—(3) : 4x; = 1000 100 -
X1 = 250
X = 150
ZF(250/150) = 15-250 + 20 - 150 100 4500
= 6750
= Optimale Losung bei (250,150) mit
ZF = 6750.
b)

® 00 0 32 54 6750 @+32-()

® 001 -7 3 1500 @—7-@

@ 1 00 12 —l/a 250 1/2-@

01 0 =310 % 150 @—3/10-@

c) Die Arbeitszeit ist nicht ausgeschopft.

36
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Mit Hilfe der Produktionsfaktoren Fiy, F,, F3 sollen zwei Produkte P;, P, hergestellt werden.
Dazu sind folgende Daten bekannt:
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Produktionsfaktorverbrauch je Produkteinheit

Produkt Menge Verkaufspreis Fy F, F;
P 1 X1 4 1 1 3
P 2 X2 4 1 2 2

Kapazitit der Produktionsfaktoren 60 60 120

a) Mit der Zielsetzung ,,Umsatzmaximierung* formuliere man das entsprechende lineare
Optimierungsproblem und 16se dieses Problem graphisch.

b) Wie ist die Kapazitit von F, zu verdndern, wenn ein Umsatzmaximum von 200 erreicht
werden soll?

Lésungshinweis:

a) ZF: 4x1 + 4x, — max
Ni: x1+x2<60
Ny : x1+2x2 <60
N3 3x1 +2xp <120
Potentielle Kandidaten fiir Optimum:
A: (0,30)= ZF(0,30)=120
B: ZF(B)=180
C: (40,0)= ZF(40,0)=160
b) Kapazitit von F» erhohen heil3t Gerade N, parallel nach oben verschieben

» Umsatz auf 200 erhohen heif3t Zielfunktion auf Isonutzengerade
4x1 + 4x, = 200 &
()x1 4+ xp = 50 einfrieren

» Begrenzung N3 liefert (2)3x; + 2x, = 120
= (2)-2(1) x1 =20 A x2 = 30

» Jetzt: I, anpassen, bis N auch durch (20,30) lduft: x; + 2x, < F»
=204+2-30< F, = F>, =80
neue Nebenbed: x; + 2x, < 80
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Aufgabe 33

Gegeben ist das lineare Optimierungsproblem

ZF: X1 + X — max

NB I: 2x1 4+ X, = 4

NB II: X1 + 2x, = 4

NB I1I: 3X1 — 2X2 é 0
X1, x2 = 0

a) Zeigen Sie graphisch, dass dieses Problem unldsbar ist.
b) Eliminieren Sie alternativ die Nebenbedingung
@) NB1,
B) NBII,
y) NB III
und diskutieren Sie fiir jeden dieser Fille die Losbarkeit des Problems. Ermitteln Sie
gegebenenfalls Optimallésungen und Zielfunktionswert.

Lésungshinweis:

ay ={} (or qibh Bemmen Puld,
des alte 3 VR e fulit)

e nk x
v N
3
A
L ] q B
a H v Ry a ° H 7 ®e Y H v iy
by owne NOI: 2 wickt ohune UB1 - tP(8) =140 =4 ~— muax
ook oben henchramsit 2F(A) =0 A: (%, %) Lsuf_d‘,\u‘s&.&:j
=+ Reun Maximmmwm 2F(e)= 042 =L 1F(A)= ¥, vr.c6Y
0: L+IL: 4x,=u
D Xq=1

wI: X, = ’4_
2F(8)z141.5=25 “Panax
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Aufgabe 34

Gegeben sei das folgende lineare Optimierungsproblem:

c1x1 +4x, + 10 — max

3X1 + 6)C2 é bl
3X1 + X2 é 9
X1, x2 = 0

a) Losen Sie das Problem fiir c; = 3 und b; = 18 graphisch und geben Sie die Optimal-
l6sung sowie den optimalen Zielfunktionswert an.

b) Untersuchen Sie anhand der Graphik aus a), in welchem Bereich der Wert fiir ¢; vari-
ieren darf, so dass die ermittelte Optimallosung erhalten bleibt. Berechnen Sie diesen
Bereich.

c¢) Interpretieren Sie b; betriebswirtschaftlich. In welchem Intervall kann man b; verin-
dern, so dass beide Produktionsfaktoren fiir die Produktion verwendet werden? In wel-
chem Intervall kann man b; verdndern, so dass zur Erreichung der Optimallosung beide
Produktionsfaktoren ausgeschopft werden?

Lésungshinweis:

a) ZF: 3x1 + 4x, + 10 — max
NB:
(D x1+2x2 <6
2)3x1+x2=<9
A:ZF(0/3) =3-04+4-3+10=22
C:ZF(3/0)=3-3+4-04+10=19
B:2-2)—(1):5x1 =12 =
X1 =24=x,=1,8
ZF(2,4/18) =3-244+4-18+10=1244
= Punkt B ist optimale Losung
b) ZF jetzt c1x1 + 4x2 + 10
Steigung der Zielfunktion zwischen —% und -3, dann bleibt Optimum (2,4/1,8) erhalten.
Betrachte Isonutzengerade mit ZF-Wert 10
=c1x1+4x2 +10=10 & xp = —%Xl
=3<-9<-1s12>¢>2
¢) NB(1) jetzt: 3x; + 652 < by
by steuert Obergrenze dieses Produktionsfactors = Parallelverschiebung der Begrenzungslinie
Einsetzen der Extremwerte, bei denen gerade noch beide NB gleichzeitig ausgelastet werden=-
(0/9):3-04+6-9=>b; = by = 54 (Obergenze)
(3/0):3:94+6:-0=>b; = b; =9 (Untergrenze)
= 9<b; <54
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Aufgabe 35

Bauer Paul Profitlich iiberdenkt die Rationierung des Futters seiner Schweine. Bis dato hatte er
zwei Bestandteile im Verhiltnis 1:1 gemischt. Sein Hof-Veterinir hat die Menge notwendiger
Vitamine in dieser Futtermischung gemessen und grob geschitzt, dass 4 kg Futter pro Schwein
und Tag notig sind, damit die Tiere auf keinen Fall an Vitaminmangelerscheinungen leiden.

Bauer Profitlich hat nun in der aktuellen Ausgabe des Stallanzeigers gelesen, dass er pro Tag
und Schwein mindestens 2 mg von Vitamin 1, mindestens 3 mg von Vitamin 2 und mindes-
tens 4 mg von Vitamin 3 fiittern muss. In der Inhaltsangabe seiner Futtermittelkomponenten
steht bei Bestandteil 1, dass es pro kg jeweils 1 mg von jedem dieser drei Vitamine enthilt.
Futtermittelbestandteil 2 enthilt pro kg 1/2 mg von Vitamin 1, 1 mg von Vitamin 2 und 2 mg
von Vitamin 3. Beide Futtermittelkomponenten kosten 5 Cent je kg. Bauer Profitlich stellt sich
nun die Frage, in welchen Anteilen er die Futtermittelkomponenten mischen muss und wieviel
er somit von diesen Komponenten pro Tag und Schwein verfiittern muss, dass seine Kosten
minimal sind, trotzdem aber die Vitaminversorgung gewdhrleistet ist.

a) Formulieren Sie das Problem als lineares Optimierungsproblem mit den Bezeichnun-
gen x1, x, fiir die Menge an Futtermittelbestandteilen vom Typ 1 beziehungsweise vom
Typ 2.

b) Losen Sie das Problem graphisch (Berechnung der relevanten Geradenschnittpunkte ist
trotzdem erforderlich) und geben Sie die Menge der Optimalldsungen an.

¢) Wieviel muss Bauer Profitlich pro Schwein fiittern, wenn alle Nebenbedingungen einge-
halten werden sollen und er seine alte Futtermischung weiter verwenden will? Erreicht
er so das Kostenoptimum?

Lésungshinweis:

a) ZF: 5x1 4+ 5x, — min
NB:
(1) 1xq + 3x2 > 2 (Vitamin1)
(2) 1x1 + 1x = 3 (Vitamin2)
(3) 1x1 + 2x2 > 4 (Vitamin3)
Kandidaten fiir Optimum
A: ZF(0/4)=20
D: ZF(4/0)=20
B:NiAN3:(2)—(D):xp2=2=x1 =1
ZF(1/2)=15
C:NxAN3:(3)—Q2):xa=1=x1 =2
ZF(2/1)=15
Optimale Losung:

1
Z*:xeRZ:x:/\(z)—k

+(1-2) (T) mit A € [0; 1]

oder: Alle Punkte auf der Verbuidungsstrecke zwischen B und C.
b)
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¢) Nebenbed. 2 und x1 = x»
=XxX1+x2>3= x1=x2=15kg
d.h.: alte Mischung kann wiederverwendet werden, mind 3kg sind nétig um Vitamversorgung
zu gewihrleisten.
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Aufgabe 36

Gegeben ist das folgende lineare Optimierungsproblem mit den Strukturvariablen x1, X, X3 €
R, der Zielfunktion Z und den Nebenbedingungen Ny, N, und N3 mit

V4 3x1 + 2x5 + 2x3 — max
Ny X1 + x3 = 8
N, X1+ X2 = 7
N3 X1+ 2x; < 12

Losen Sie das Problem rechnerisch mittels Simplex-Algorithmus.

Lésungshinweis:

Simplex mit Z = 3x1 + 2xp + 2x3:

=

=
)

=
w
=
<
N
<
w

® -3 -2 -2 0 0 0 0

@ 1 0 1 1 0 0 8

® 1 1 0 0 1 0 7

@ 1 2 0 o0 0 1 12

® o 1 -2 0 3 0 21 ©®O+3-0
® 0 -1 1 1 -1 0 1 -0
@ 1 1 0 o0 1 0 70

o 1 0 o0 -1 1 5 @®-0
® 0o -1 0 2 1 0 23 @+2-®
0 -1 1 1 -1 0 1 ®

(1) 1 1. 0 0 1 0 7@

@ o0 1 o0 0 -1 1 5

@@ o0 o0 0 2 0 1 28 ©®©+W
o 0 1 1 -2 1 6 0+
(1) 1 0 0o 0 2 -1 2 (-1
o 1 0 o0 -1 1 5 (©

= X1 = 2, Xxp = 5, x3 = 6 ist optimal mit dem Zielfunktionswert Z = 28.
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Aufgabe 37

Gegeben ist das folgende lineare Optimierungsproblem mit den Strukturvariablen x, y € R,
einer Konstanten k € R, der Zielfunktion F und den Nebenbedingungen Ny, N,, N3 und N4
mit

Zielfunktion: kx + y — min (F)
Nebenbedingungen: 3x+2y > 6 (Ny)
2x—y = 1 (N2)

x+ y = 4 (Na)

Fiir die Teilaufgaben a) bis c) sei der A

Wert der Konstanten k in der Ziel- >

funktion gleich 1. s

a) Skizzieren Sie den Zuldssigkeits- |
bereich Z des Problems. Benut- | B]|
zen Sie dazu das vorgegebene Ko-
ordinatensystem rechts. B E

b) Berechnen Sie die relevanten »

Eckpunkte von Z.

c) Benutzen Sie die Ergebnisse aus 1 N (2
Teilaufgabe b) und bestimmen Sie 4
damit die Menge der Optimallo- - . >
sungen des Problems.

Kann k so gewihlt werden, dass der Schnittpunkt der Randlinien von

d) N3 und N4 bzw. von
e) N, und N4 optimal ist?

Geben Sie £ fiir d) und e) gegebenenfalls an.

Lésungshinweis:

a) siehe Zeichnung
b) A=1(0,4),B =(0,3).,C =(0.5,2.25),D = (1.4, 1.8), E(%%

) ZF(A) = 4,
ZF(B) = 3,
ZF(C) = 2,75,
ZF(D) = 3.2,

ZF(E) = 12/3 = 4,
optimal ist also C.

d) Das geht nicht, Schnittpunkt ist auBerhalb des Zuldssigkeitsbereichs.

e) E = (5/3,7/3) ist optimal, wenn ZF(FE) < Q%(A) und ZF(E) < ZF(D) <&
k-34+3<k-0+4 und k-3+7<ki+2 & k=<1 ud k=<-2 & k=-2
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Differentialgleichungen

Aufgabe 38

Bestimmen Sie die allgemeine Losung folgender Differentialgleichungen:

a) xy' =4y +x°

b) y' = y-tanx —2-sinx fir —n/2 <x < 7/2
c) x2y/ =1—yfirx <0

d) xy)=—y+e*firx >0

e) Yy =—y+xe*+1

Lésungshinweis:

.

a) Gleichung geteilt durch x: y=—y+x* mit x>0
X
Homogene Gleichung und allgemeine Losung derselben:
, 4 4
y :;y = f(x)=; = f(x)dx =4Inx
= Vhom = D -e4N¥ = C . x4
Partikulédre Losung durch Variation der Konstanten:
Ypar = C(x)-x* = ) =C'(x)-x* + C(x) - 4x°
4
= C'(x)-x*+4C(x)-x>=—.C(x)-x* +x*
X

= C'x)=1 = Ckx)=x

= Ypar. = C(x) xt=x°

Allgemeine Losung der DGI:
Yallgemein = Yhom. + Ypart. = Cx4 + xS
b) y' = ytanx —2sinx fir —7/2<x <7/2

Homogen: /f(x) dx = /tanx dx = —In|cos x| = In (1/cos x)

1 1
= yhom,:C'GmMZC'

COos x

44
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Partikuldre Losung:  yparr. = C(X) - 1/cosx
= C’'(x) = -2sin(x)cos(x) = C(x) = —sin*(x)

-2
= Ypart. = o *) = —tan(x) - sin(x)
cos(x)
. N C .
Allgemeine Losung:  Vaiig. = Yhom. + Ypart. = m — tan(x) - sin(x)
c) x2y' =1-— =L S fid 0
y = y <y = x2y+x2 ir x <

1 1
Homogen: /f(x) dx = /——2 dx = —
X X
= Yhom. = C - el/x
| _
Partikuldr:  ypar. = C(x) e o C'(x)=—"e Ve o Cx)=e 1/x
X
= Jpn=c =1

Allgemein: Yallg. = Yhom. + Ypart. = C- el/x +1
/ 1 1 X .
d)y=—;+;e fir x>0

—l/xdx _ e—lnx+D — g
X

Homogen: ypom. = e/

1
Partikuldr:  ypar. = C(x)-— = C'(x)=¢* = Ckx)=¢"
x

1
= Ypart. = e’ —
X

) 1
Allgemein:  yaig. = Yhom. + Ypart. = ;(C +e¥)

e) Y =—y+xe ¥ +1

Homogen: ypom = e/ D = ce™
2
Partikuldr:  ypan. = Cx)-e* = C'x)=x+e¢" = C(Ckx) = % 4 e

2
X —x
= Ypart. = 76 + 1

2 x?
) _ X _ C + 5
Allgemein:  yaig. = Yhom. + Ypart. = Ce™ " + ¢ T+l= ox =41
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Aufgabe 39

Bestimmen Sie die Losungen der angegebenen Anfangswertprobleme:

a) yy =2xy+x, y(0)=

1
b) y=——y+x—1,
l—x

1

y(2)=0

) (x+ 1)y =—(x4+2)y+2-sinx, y0) =2
d)y’%“z’ y(1) =1

e) y=2xy+1, y(0) =

Lésungshinweis:

0

a) y =2xy+x mit y0)=1

Homogen:  yhom. = e/ ¥ dx _ cox?

Partikuldr:  ypa. = C(x) - e = (x)=x e

= Cx)=-12-¢%

x2

12
= ypart. == _1/2‘6 X - €

. 2
Allgemein:  yaig. = Yhom. + Vpar. = C -€¥ —1/2

Anfangsbedingung: 1=C-e®—12 = C =3/2

b) y/zﬁy—i-x—l mit

Homogen:

Partikulér:

=

Allgemein:
Anfangsbedingung:

=

= y=32¢" —12
y2)=0 (=x>1)

1

YVhom. = efﬁdx =C
1—x

1
Ypart. = C(x)- m = C/(X) = —x? +2x—1

C(x)=—1/3-x>+x%—x
1
yallg.:yhom.+ypart.::(C—1/3'X3+X2—X)
0=—1(C—83+4-2) = C=2/3
y=——@3-1/3 2> + x>~ x)
1—x
46
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, x+2 2 sinx )
=— . t 0)=2 (=x>-1
Yt o mit y0 =2 (3x>-D)

+2 1
Homogen: yhom, = ef_iﬁdx = ef (1+ 537) dx

— e (x+In(x+1)+D :C_(;,;:l)
Partikuldr:  ypar. = C(x) - (%) = C/(x) =2e*sinx
= C(x) =e*(sinx —cosx)
sin X — cos x
x+1

e—x

Allgemein:  yaig. = Yhom. + Ypart. = C - (x+1) +

Anfangsbedingung: 2=C-1/14+-1/1 = C =3

1
x+1

= y= (3e ™™ + sinx — cos x)

d)y==4+x2 mit y()=1 (=x>0)

1
Homogen:  yhom. = efx dx _ c.x
2
Partikuldr:  ypa, = C(x)-x = C'x)=x = Ckx)= %

3
. X
Allgemein:  yaig. = Yhom. + Ypar. = C - x + 5

Anfangsbedingung: 1=C +12 = C =12

= y=12-x-(14x?)

e) yy=2xy+1 mit y(0)=0

Homogen:  yhom, = ef2x dx _ ¢ . ¥’

X
Partikuldr:  ypa, = C(x) e = C'(x) = e = Clx) = /e_’z dr

0

X
Allgemein: yallg. = Yhom. + ypart. =C- ex2 + ex2 . / e_tz dr
0

Anfangsbedingung: 0=C-¢* = C=0

X
2 _ 42
= y=ex-/e’dt
0
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Deskriptive Statistik

Aufgabe 40

Ein Einzelhindler registriert fiir einen Exklusivartikel im Verlauf von 30 Verkaufstagen fol-

gende Verkaufszahlen:

Tag 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl 5 2 3 0 O 1 3 6 0 2
Tag 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Anzahl 1 0 1 O 2 3 5 1 0 0
Tag 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Anzahl 3 5 3 1 O 0 O 6 3 1

a) Berechnen Sie die absoluten und relativen Haufigkeiten der Ausprigungen sowie die
absolute kumulierte Haufigkeit fiir x = 4.
b) Erstellen Sie das zugehorige Balkendiagramm und das Kreissektorendiagramm mithilfe

der absoluten Haufigkeiten.

Lésungshinweis:

x =c¢(, 2,3,0,0,1,3,6,0,2,1, 0,1, 0, 2, 3, 5,

1, 0, 0, 3, 5, 3,1, 0, 0, 0, 6, 3, 1)
T = table(x)
T
cumsum(T)
Ausprigung 0 1 2 3 5 6
Haufigkeit 10 6 3 6 3 2
kumuliert 10 16 19 25 28 30
plot(table(x))
pie(table(x))
S
o
X ©
K}
Q
8 < A
N
N |
o 1 2 3 648
X

)

4

~

y
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Aufgabe 41

Das Ergebnis der Untersuchung eines kardinalskalierten Merkmals X sei in folgender Tabelle

wiedergegeben:

Ausprigung 1 2 3 4 7
Anzahl 4 4 6 4 2

a) Bestimmen Sie das arithmetische Mittel, den Modus und den Median.

b) Berechnen Sie die mittlere quadratische Abweichung.

c) Obige Daten werden nun mittels der Intervalle [0; 3), [3; 4) und [4; 7] klassiert.
Bestimmen Sie die Rechteckhohen des Histogramm:s.

Lésungshinweis:

x = rep(c(l, 2, 3, 4, 7), times = c(4, 4, 6, 4, 2))
median (x)

mean (x)

SP = max(x) - min(x)

MQA = mean((x - mean(x))"2)

s = sqrt(MQA)

V = s/mean(x)

Xmed = 3: X = 3»
SP = 6, 52 =28,
s ~ 1,67332, V =~ 0,55777.
require (MASS)
hist(x, breaks = c(0, 3, 4, 7), right = FALSE, col = rgb(O0,
0, 1, 0.1), main = "")
grid()
™ -
o
o
]
> ©
‘©
@ i
[0
0 o
=
o
o
S
o I T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
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10 Personen werden befragt, wieviel Sie in den Weihnachtsferien zugenommen haben. Fiir
die empirische Verteilungsfunktion des abgefragten Merkmals X = ,,Gewichtszunahme vom
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23. Dezember bis zum darauf folgenden 7. Januar* ergibt sich:

0,0 fir x <-—1,0
0,1 fir —1,0 < x < 1,0
03 fir 10 <x <15
FOY=Y04 fir 15 < x <20
09 fir 20 < x <60
1,0 fiir x >6,0
. . . t F(x
a) Zeichnen Sie F(x) in nebenste- 1.0
hendes Koordinatensystem ein. 0,9
b) Schreiben Sie die urspriinglichen 0.8
Daten als Urliste von X auf. 0,7
¢) Berechnen Sie das arithmetische 0.6
Mittel von X. 0,5
d) Bestimmen Sie den Median 0.4
von X. 0,3
e) Berechnen Sie die mittlere qua- 92
dratische Abweichung sowie die 0.1 .
Standardabweichung von X . ~ S >

Lésungshinweis:

b) und a) Da die 10 %-Spriinge jeweils einer Person entsprechen (bei 10 Leuten), kann man die

Urliste eindeutig aus F ablesen:

x=c(-1, 1, 1, 1.5, 2, 2, 2, 2, 2, 6)

plot(ecdf(x), lwd = 2, col = rgb(1, 0, 0, 0.5), main = "")

o
—

@
[=)

Fn(x)

0,4

0,2

0,0

©

¢) Fir das arithmetische Mittel ergibt sich x = 1,85.

d) Der Median ist Xypeq = 2.
e) s2 =2,7025 und s = 1,64393.
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Aufgabe 43

Ein bestimmtes Gut wird von genau 7 Firmen produziert. Folgende Tabelle gibt an, wie viele
tausend Stiick jede Firma herstellt:

Firma: A B C D E F G
prod. Stiickzahl: 3 2 3 5 6 15 6 (tausend Stiick)

a) Bestimmen Sie den Medianwert der produzierten Stiickzahlen.

b) Skizzieren Sie fiir x—Werte aus dem Intervall [0;20] den Verlauf der Funktion F(x) =
Anteil der Firmen, die hochstens 1000 - x Stiick produzieren.

¢) Errechnen Sie die Knickpunkte der zugehorigen Lorenzkurve.

d) Errechnen Sie den normierten Gini-Koeffizienten.

e) Bestimmen Sie den Konzentrationskoeffizienten CR,.

Lésungshinweis:

x =c(3, 2, 3, 5, 6, 15, 6)
a) Median: x;peq = 5

b) plot(ecdf(x), lwd = 3, col = rgb(1, 0, 0, 0.4), main = "")

Q
—

Fn(x)
0,4 0,6 0,8
I I I

0,2
)

0,0
!
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¢) library(ineq)
plot(Lc(x), las = 2, col = rgb(1, 0, 0, 0.5))

o -

w |

24

© |

o

>I

v.. -

o

N— -

o

o |

e T T T T T T

00 02 04 06 08 10
u_k
Fiir die Knicke ergibt sich:
k U Vg
1 0,143 0,050
3 0,429 0,200
4 0,571 0,325
6 0,857 0,625
. n 7
d) G = 0,34286 und damit G* = T G = 3 -0,34286 = 0,4.
n [—

e) CRy = 0,525.
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Aufgabe 44

Die Firma CelebWedCake liefert zu einem Festpreis von 200.000 € eine exklusive Premium-
Hochzeitstorte an Prominente. In den letzten 5 Jahren wurden insgesamt 20 von diesen Torten
verkauft. Pro Kunde ist die Anzahl der verkauften Torten in dieser Zeitspanne mittels der
verschiedenen Auspriagungen a; und den zugehdrigen absoluten Haufigkeiten /; erfasst:

~.

4
5

=8

N = =
(UVIN \O I B (S
— | W

h

N

a) Bestimmen Sie /4.

b) Zeichnen Sie die Lorenzkurve,

¢) berechnen Sie den normierten Gini-Koeffizienten sowie
d) den Herfindahl- und

e) den Exponentialindex der Anzahl der verkauften Torten pro Kunde.

Lésungshinweis:

a) Insgesamt 20 Torten, laut Tabelle 1 -5 4 2 - e >
3+ 4-1 = 15 Torten fiir bis zu 4 Torten.
Bleibt ein Kunde mit 5 Torten, also 4 = 1. © |
b) Lorenzkurve sieche rechts ° 1 d
¢) Zehn Kunden. Gini: G = 0,33, é © |
normiert: Gy = 0,36667 e © °
(]
d) Herfindahl: 0,145 = < o
L S
e) Exponentialindex: 0,12146 < <
®
3 L
°
o @
S L

T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
Anteil der Kunden
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Aufgabe 45

Die folgende Tabelle gibt jeweils den jahrlichen Umsatz der weltweit 10 umsatzstirksten Soft-

wareunternehmen an:

Nr. des Unternehmens: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Umsatz [in Mrd. US-Dollar]: 4 49 4 22 5 18 12 6 7 6

a) Zeichnen Sie die Lorenzkurve des Umsatzes.
b) Berechnen Sie den Gini-Koeffizienten und den normierten Gini-Koeffizienten.
¢) Berechnen Sie den Herfindahl- sowie den Exponentialindex.

Lésungshinweis:

x = c(4, 49, 4, 22, 5, 18, 12, 6, 7, 6)
## [1] 4 4 5 6 6 7 12 18 22 49

a) Kumulierte Anteile:

## Warning: package ’ineq’ was built under R version 3.3.1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ux 0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500 0,600 0,700 0,800 0,900 1,000
v 0,000 0,030 0,060 0,098 0,143 0,188 0,241 0,331 0,466 0,632 1,000

b) library(ineq)
plot(Lc(x), las = 2, col = rgb(l, 0, 0, 0.5))

Q
—

0,8

V_
0,4 0,6

0,2

10
¢) G = 0,46241 und damit G* = & T -G = 5 -0,46241 = 0,51378.
n —

d) Herfindahl: 0,19962, Exponentialindex: 0,14633.
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Aufgabe 46

Pia lIadt 11 Freundinnen zu einem Damenabend ein. Es gibt 8 Flaschen Prosecco. Pro Flasche
kann Sie 5 Gldser ausschenken.

3 Freundinnen miissen fahren und trinken nichts vom Prosecco,
3 Freundinnen trinken jeweils 3 Gliser,

4 Freundinnen trinken jeweils 5 Gliser,

1 Freundin trinkt 8 Glidser und

Pia iibernimmt den Rest.

vV vyvyyvyy

a) Welchen Anteil am Prosecco muss Pia trinken?
b) Geben Sie die Haufigkeitsverteilung der Glidser pro Dame an.

¢) Bestimmen Sie den Median, das arithmetische Mittel und die Standardabweichung der
Glidser pro Dame.

d) Welche Werte nimmt die zur Anzahl der Glidser x pro Dame gebildete empirische Ver-
teilungsfunktion F(x) bei x = 2 und bei x = 5 an?

e) Zeichnen Sie die Lorenzkurve und

f) berechnen Sie den normierten Gini—Koeffizienten der Glidseranzahl pro Dame.

Lésungshinweis:

a) (40— (3-0+3-3+4-5+1-8):40 =

3 _ S
& =0,075. 2
b)
i 1 2 3 4 2
ai 0 3 5 8 g
hi 3 4 4 1 2 3
a
C) xmed == 3’ (_% < |
¥ = 3,33333, g o
<
s = 2,35702. o~ |
d) F(2) =3/12=0,25 °
F(5) =11/12 ~ 0,917. o
S |

e) Lorenzkuve siehe rechts T T T T T T
f) 12 Leute: G = 0,383, norm.: G5 = 0,418 00 02 04 06 08 10

Anteil der Freundinnen
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Aufgabe 47

Fiir den Aktienkurs und den Optionspreis einer deutschen Aktie ergaben sich folgende Daten:

Kurs  Optionspreis Kurs  Optionspreis

240,3 16,00 226 11,20
252,5 15,40 202 10,50
238 17,40 208 13,10
228 12,60 177 14,50
223 11,80 190 14,80
238 11,00 180,5 13,70

Zeichnen Sie fiir diesen Datensatz das Streuungsdiagramm und berechnen Sie den Bravais-
Pearson-Korrelationskoeffizienten.

Lésungshinweis:

Kurse = c(240.3, 252.5, 238, 228, 223, 238, 226, 202, 208, 177, 190, 180.5)
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Optionspreise =

c(16, 15.4, 17.4, 12.6, 11.8, 11, 11.2, 10.5, 13.1, 14.5, 14.8,

cor (Kurse, Optionspreise)

## [1] 0,13423

Die beiden Merkmale sind anscheinend fast nicht korreliert.

plot (Kurse, Optionspreise)

Optionspreise

13

15 16 17

14

12

11

180

13.7)



Aufgabe 48

Zwei Personen sollen fiinf verschiedene Produkte A bis E durch Angabe einer Reihenfolge
beurteilen. Die Befragung ergab folgende Ergebnisse:

Produkt Personl Person Il

A 5 3
B 2 1
C 3 4
D 4 2
E 1 5

Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten von Spearman.

Lésungshinweis:

Sowohl mit als auch mit Formel bzw. Taschenrechner ergibt sich rsp = —0,3.

Personl = c(5, 2, 3, 4, 1)

Person2 = c(3, 1, 4, 2, 5)
cor (Personl, Person2, method = "spearman")
## [1] -0,3
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Aufgabe 49

Ein Betrieb hat im Kalenderjahr 2004 zwdlf neue Mitarbeiter eingestellt. Von diesen sind unter
anderem folgende Daten bekannt:

Mitarbeiter ~ Geschlecht  Ausbildungsdauer  Abschlussnote

Nr. (in Jahren)
1 mannlich 9 4
2 weiblich 10 2
3 weiblich 10 4
4 maéannlich 11 4
5 weiblich 12 2
6 weiblich 13 2
7 weiblich 14 1
8 ménnlich 15 3
9 mannlich 16 2
10 maéannlich 17 3
11 weiblich 19 3
12 mannlich 22 2

a) Geben Sie die Skalierung der drei Merkmale Geschlecht, Ausbildungsdauer und Ab-
schlussnote an.

b) Ermitteln Sie fiir jedes der drei Merkmale die folgenden Groflen, soweit diese aufgrund
des jeweiligen Skalenniveaus sinnvollerweise berechnet werden konnen:
(1) Modus
(2) Median
(3) Arithmetisches Mittel
(4) Mittlere quadratische Abweichung
(5) Variationskoeffizient

c) Geben Sie fiir jedes der zwei Merkmalspaare
(1) Geschlecht — Abschlussnote
(2) Ausbildungsdauer — Abschlussnote
einen statistisch sinnvollen Korrelationskoeffizienten an.
(Die Korrelationskoeffizienten miissen nicht berechnet werden.)

Lésungshinweis:

a) Geschlecht: nominal,
Ausbildungsdauer: kardinal,
Abschlussnote: ordinal

b)
Geschlecht Ausbildungsdauer  Abschlussnote
Modus (nicht eindeutig) 10 2
Median - 13,5 2,5
Arithmetisches Mittel - 14 -
Mittlere quadratische Abweichung - 14,5 -
Variationskoeffizient - 0,27 -

¢) Geeignete Korrelationskoeffizienten:
(1) Geschlecht — Abschlussnote: Kontingenzkoeffizient
(2) Ausbildungsdauer — Abschlussnote: Rangkorrelationskoeffizient



lung — (Seite 59 von 109)

nter 2016 — Aufgab

hematik — Wi

- Wir

burg

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule At

Aufgabe 50

An einer Hochschule sollen die Studierenden ihre Mensa beziiglich der Qualitédt des Essens
beurteilen. In einer Voruntersuchung haben 50 Studenten aus vier Studienjahren befragt ein
bestimmtes Gericht beziiglich des Geschmacks als schlecht, mittel bzw. gut bewertet. Folgen-
de Haufigkeitstabelle fasst die Ergebnisse zusammen:

Studienjahr
Bewertung 1 2 3 4
schlecht 0 6 3 1
mittel 5910
gut 55 6 9

Berechnen Sie den normierten Kontingenzkoeffizient zwischen der Zugehorigkeit zum Stu-
dienjahr und der vergebenen Bewertung.

Lésungshinweis:

(Losung in R nicht priifungsrelevant, mit Bleistift und Papier schon)

Mensa = matrix(c(0, 6, 3, 1
5 ©p iy @
5, 6, 9

)

>

o1 o1 O

, 6, 9), nrow=3, byrow=T)

dimnames (Mensa) =
list (Bewertung=c("schlecht", "mittel", "gut"),
Studienjahr=c("1", ||2||’ ||3||’ Il4ll))

Mensa = as.table(Mensa)

library(ved)

K = assocstats(Mensa)$cont
K_max = sqrt(2/3)
K_normiert = K/K_max

Mit den Randhiufigkeiten
addmargins (Mensa)

## Studienjahr

## Bewertung 1 2 3 4 Sum
## schlecht 0 6 3 1 10
##  mittel 5 9 1 0 15
##  gut 5 5 6 9 25
##  Sum 10 20 10 10 50

ergibt sich K = 0,50445 und die normierte Varianste9 K* =0,61783.



Aufgabe 51

In einem Unternehmen fragt man sich, ob zwischen Umsatz und Marketingkosten ein Zusam-
menhang besteht. Folgende betrieblichen Daten (in 1000 €) liegen vor:

Marketingkosten/Kunde Umsatz/Kunde

1.4 210
1,8 220
1,9 240
24 241
2,8 320
3,2 400
3,6 410
4,0 480

a) Erstellen Sie ein Streuungsdiagramm (y = Umsatz, x = Marketingkosten) und berech-
nen Sie den Bravais-Pearson- und den Rangkorrelationskoeffizienten.

b) Stellen Sie die Regressionsgerade y = a + b x auf und berechnen Sie den Determina-
tionskoeffizienten.

Lésungshinweis:

a) Marketing = c(1.4, 1.8, 1.9, 2.4, 2.8, 3.2, 3.6, 4)
Umsatz = c(210, 220, 240, 241, 320, 400, 410, 480)
Regression = 1m(Umsatz ~ Marketing)
plot (Marketing, Umsatz, pch = 20, col = "red", cex = 1.5)
grid()
abline (Regression, col = rgb(0, 0, 0.6, 0.4), lwd = 2)

cor (Marketing, Umsatz)
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## [1] 0,97048

cor (Marketing, Umsatz, method = "spearman")

# [1] 1
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Umsatz
300 350 400 450
1 1 1 1
®

250
1

200

T T T T T
15 2,0 2,5 3,0 3,5
Marketing

b) a = Regression$coefficients[1]
b = Regression$coefficients[2]

Modell: y = 28,63 4+ 108,624 - x
Determinationskoeffizient: R ~ 0,94183
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Aufgabe 52

Von einer Firma sind iiber mehrere Jahre hinweg die Umsétze und die Beschiftigtenzahlen
bekannt:

Jahrz: 1 2 3 4 5 6

Umsatz x; (in Millionen €): 60 55 57 61 65 62
Anzahl y, der Beschiftigten: 1000 1100 960 840 800 700

a) Berechnen Sie den Variationskoeffizienten des Umsatzes.

b) Berechnen Sie den Rangkorrelationskoeffizienten von Spearman zwischen den beiden
Merkmalen Umsatz und Beschéftigtenzahl.

¢) Berechnen Sie die Regressionsgerade y = a +bt der Beschiftigtenzahl in Abhingigkeit
von der Zeit. Mit welcher Anzahl der Beschiftigten ist im Jahr 8 zu rechnen?

Lésungshinweis:

a) Umsatz = c(60,55,57,61,65,62)
Beschaeftigte = 100 * c(10, 11, 9.6, 8.4, 8, 7)
m = mean(Umsatz)
s = sqrt(mean((Umsatz-m)~2))
V = s/m
Vv

## [1] 0,054433

b) Rangkorrelationskoeffizient

cor (Umsatz, Beschaeftigte, method = "spearman")

## [1] -0,88571

C) Zeit = 1:6
Regression = 1lm(Beschaeftigte ~ Zeit)
plot(Zeit, Beschaeftigte, pch = 20, col = "red", cex = 1.5,
las = 2)
grid()
abline (Regression, col = rgb(0, 0, 0.6, 0.4), lwd = 2)
a = Regression$coefficients[1]
b = Regression$coefficients[2]
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Aufgabe 53

Das Jahreseinkommen einiger FuB3ballnationalspieler ist zusammen mit der Anzahl der Tore,
die sie in Landerspielen fiir Deutschland erzielen konnten in folgender Tabelle dargestellt:

a) Stellen Sie ein lineares Regressionmodell der

Spieler Jahreseinkommen  Anzahl . - ; ’ -
Nummer [in Mio. €] Tore Toranzahl in Abhéngigkeit vom Spielerein-
1 1.1 0 kommen auf.
2 0,8 1 b) Geben Sie den Determinationskoeffizienten
3 23 3 an und interpretieren Sie ihn.
4 4.2 3 ¢) Wieviel Tore wiirden Sie nach diesem Modell
5 1,7 1 .. . . 9
6 0.9 0 bei einem Einkommen von 10 Mio. erwarten?
7 37 4 d) Wieviel Tore miisste nach diesem Modell
8 0,7 1 ein Spieler mehr schielen, wenn er 1 Mio. €
9 28 2 mehr verdient?

Lésungshinweis:

a)

b)

c)
d)

Rangkorrelationskoeffizient
Einkommen = c(1.1, 0.8, 2.3, 4.2, 1.7, 0.9, 3.7, 0.7, 2.8)
Tore = ¢c(0, 1, 3, 3, 1, 0, 4, 1, 2)

Regression = 1m(Tore ~ Einkommen)
a = Regression$coefficients[1]
b = Regression$coefficients[2]

Es ergibt sich: y = —0,218 + 0,932 - x
R.Quadrat = (cor(Tore, Einkommen)) "2

Determinationskoeffizient: R? = 0,7438. Damit sind ca. 74 % der Streuung (Informationsge-
halt) der gegebenen Daten durch das Modell erklédrbar.

Fiir ein Einkommen von 10 ergibt sich: y(10) ~ —0,218 + 0,932 - 10 ~ 9,103.

Pro Million zusitzlichem Einkommen erhoht sich laut Modell die Toranzahl um b ~ 0,932, also
fast um 1 Tor.
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Kombinatorik

Aufgabe 54

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, 5 Buchstaben aus den 26 Buchstaben des Al-
phabets nebeneinander zu legen, wenn Wiederholungen zulédssig bzw. nicht zuléssig sind?

Lésungshinweis:

» Mit Wiederholungen: 26° = 11881376

» Ohne Wiederholungen: = 7893600

26!
(26 — 5)!
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Aufgabe 55

Bei der Beurteilung der Klangqualitidt von 10 Lautsprecher-Boxen ist in der Weise zu ver-
fahren, dass die Tester jeweils zwei Boxen durch aufeinander folgendes Anhoren miteinander
vergleichen. Um die Objektivitit der Tester zu iiberpriifen, soll auch jede Box mit sich selbst
in der angegebenen Weise verglichen werden. Wie viele Horvergleiche sind durchzufiihren,
wenn es auf die Reihenfolge, in der zwei Boxen angehort werden, nicht ankommt?

Lésungshinweis:

Mit Wiederholung, ohne Reihenfolge, n = 10,k = 2:

(4)-(0)-
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Aufgabe 56

Ein Kartenspiel mit 32 verschiedenen Karten soll so unter 4 Spieler aufgeteilt werden, dass
jeder genau 8 Karten erhilt.

a) Wie viele unterschiedliche Moglichkeiten gibt es?

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, dass ein bestimmter Spieler alle vier Asse erhilt?

c) Wie viele Moglichkeiten gibt es, dass einer der Spieler alle vier Asse erhélt?

d) Bilden Sie den Quotienten des Ergebnisses von ¢) und a) und interpretieren Sie den
erhaltenen Wert.

Lésungshinweis:
a) . . . ~ 9,95611 x 10
8 8 8 8
b) . . . . ~ 1,93806 x 10
4 4 8 8 8
————

Anz.M. 1. Spieler 4 Asse

4 2 24 1
<) (%) . A1) (B) 4~ 7,75225 x 1014
4 4 8 8 8
~———
Anz.M. 1. Spieler 4 Asse

Antwort aus ¢)
——~ ~0,00779
Antwort aus a)
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Aufgabe 57
Gegeben seien die Ziffern 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

a) Wie viele dreistellige Zahlen konnen daraus gebildet werden, wenn jede Ziffer hochs-
tens einmal vorkommen darf?

b) Wie viele der so gebildeten Zahlen sind gerade, wie viele ungerade?

¢) Wie viele dieser Zahlen sind durch 5 teilbar?

d) Wie viele dieser Zahlen sind kleiner als 200 bzw. grofler als 5007

Lésungshinweis:

a) 9-8-7 =504
b) 7-8-4 =224
) 7-8-1=156

d) Kleiner als 200: 1-8 -7 = 56, groBer als 500: 5-8 - 7 = 280
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Aufgabe 58

Wie viele Moglichkeiten gibt es, im Zahlenlotto ,,6 aus 49* genau 3, 4, 5, beziehungsweise 6
richtige Zahlen anzukreuzen?

Lésungshinweis:

richtig angekreuzt ~Anzahl Moglichkeiten
3 ) - (%) = 246820
= 13545

4 (&) (%)=
5 (5)-(7) =
6 (6)- (%) =

6
5
6
6
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Aufgabe 59

Eine Statistik-Klausur bestehe aus insgesamt 10 Aufgaben mit den (absteigend sortierten)
Punktzahlen
22,20,16,12,12,10,8,8,8,6.

Die Bearbeitung der einzelnen Aufgaben sei in beliebiger Reihenfolge zuléssig.

a) Wie viele unterschiedliche Anordnungen (unterschiedliche Bearbeitungsreihenfolgen)
gibt es, wenn alle Aufgaben bearbeitet werden?

b) Wie viele unterschiedliche Anordnungen (unterschiedliche Auswahlen der Aufgaben
sowie unterschiedliche Bearbeitungsreihenfolgen) gibt es, wenn nur 5 Aufgaben bear-
beitet werden?

c) Eine Studentin verfolgt die Strategie, die Aufgaben in absteigender Reihenfolge der
erreichbaren Punktzahlen zu bearbeiten. Haben mehrere Aufgaben eine iibereinstim-
mende Punktzahl, wihlt Sie irgendeine Anordnung dieser Aufgaben. Wie viele unter-
schiedliche Bearbeitungsreihenfolgen zur Bearbeitung aller Aufgaben bleiben bei dieser
Strategie moglich?

Lésungshinweis:

a) 10! = 3628800 Moglichkeiten.
b 10!

) (10— 5)!
c) 2!-3! =12 Moglichkeiten.

= 30240 Moglichkeiten.
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Wahrscheinlichkeitstheorie

Aufgabe 60

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit viermaligem Werfen eines Wiirfels

a) viermal 6

b) keine 6

¢) mindestens eine 6

d) der Reihe nach 6,6,6,5

e) dreimal 6 und einmal 5
f) genau die Augensumme 7
g) mindestens zweimal die gleiche Zahl

zu erhalten?

Lésungshinweis:

2 = {(x1,x2.x3,x4) mitx; =1,...,6} = [2|=06"=129

|A| 1
A= {(6,6,6,6 Al =1 P(A) = — = —— ~ 0,00077
D A={6.6660) = =1 = PA)= 5=
54
b) P(B) = 75 ~ 048225
¢) P(C)=1- P(B) ~ 051775

d) P(D) = P(A)
e) P(E) = e 0,00309

1296
f)
1,1,1,4 :4 Permutationen
1,1,2,3 : 4 = 12Perm.
1,2,2,2 :4 Perm.
Summe  :20 Moglichkeiten
P(F)=——=10,01543
1296
6-5-4.3 13
g) P(G) =1— P(,Alle vier sind unterschiedlich®) = 1 — e T 1 ~ 0,72222.
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Aufgabe 61

In einem Raum befinden sich n Personen, von denen niemand am 29. Februar Geburtstag hat.
Nehmen Sie weiterhin an, dass Sie selbst auch nicht am 29. Februar Geburtstag haben.

a) Sein = 3. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei der drei Personen
am gleichen Tag (Tag und Monat) Geburtstag haben?

b) Wie viele Leute miissen sich im Raum befinden, so dass die Wahrscheinlichkeit mindes-
tens 50 % betrigt, dass mindestens zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben?

c) Sein = 100. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens noch eine Person
am selben Tag Geburtstag hat wie Sie selbst?

d) Wie viele Personen miissen sich im Raum befinden, so dass die Wahrscheinlichkeit min-
destens 50 % betrigt, dass mindestens noch eine Personen am gleichen Tag Geburtstag
hat wie Sie selbst?

Lésungshinweis:

12,
P.

1 = function(n){1- prod(365:(365-n+1)/365)}
2 = function(n){1- (364/365) n}

a) P(3) = P(,,Mind. zwei von drei am gleichen Tag Geburtstag*)
= 1 — P(,,alle an verschiedenen Tagen Geburtstag*)
365364 - 363
3653

b) n Leute: P(n) =1 —

= 0,0082

365! 1
(365 —n)! 365"

options(digits=5)

n=1:20

df = data.frame(n, P=sapply(n, P.1),
n21=n+20, P=sapply(n+20, P.1),
n41=n+40, P=sapply(n+40, P.1),
n61=n+60, P=sapply(n+60, P.1))

print (df, row.names=FALSE)

## n P n21 P.1 n4d1 P.2 n61 P.3
## 1 0,0000000 21 0,44369 41 0,90315 61 0,99509
## 2 0,0027397 22 0,47570 42 0,91403 62 0,99591
H## 3 0,0082042 23 0,50730 43 0,92392 63 0,99660
#it 4 0,0163559 24 0,53834 44 0,93289 64 0,99719
#it 5 0,0271356 25 0,56870 45 0,94098 65 0,99768
#i# 6 0,0404625 26 0,59824 46 0,94825 66 0,99810
## 7 0,0562357 27 0,62686 47 0,95477 67 0,99844
#i#t 8 0,0743353 28 0,65446 48 0,96060 68 0,99873
#it 9 0,0946238 29 0,68097 49 0,96578 69 0,99896
## 10 0,1169482 30 0,70632 50 0,97037 70 0,99916
## 11 0,1411414 31 0,73045 51 0,97443 71 0,99932
## 12 0,1670248 32 0,75335 52 0,97800 72 0,99945
## 13 0,1944103 33 0,77497 53 0,98114 73 0,99956
## 14 0,2231025 34 0,79532 b4 0,98388 74 0,99965
## 15 0,2529013 35 0,81438 55 0,98626 75 0,99972
## 16 0,2836040 36 0,83218 56 0,98833 76 0,99978
## 17 0,3150077 37 0,84873 57 0,99012 77 0,99982
## 18 0,3469114 38 0,86407 58 0,99166 78 0,99986
## 19 0,3791185 39 0,87822 59 0,99299 79 0,99989
## 20 0,4114384 40 0,89123 60 0,99412 80 0,99991
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Also: Ab 23 ist P groBer als 50 %.

364190
c)n=100: P(c)=1-— W = 0,23993
364\ In(0,5)
d1-(%) =205 & n= ln(364rtl)—ln(365)

(auBer Thnen) noch im Raum sein.

73

~ 252,65199, also miissen mind. 253 Leute
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Aufgabe 62

Ein dreimotoriges Flugzeug stiirzt ab, wenn der Hauptmotor in der Mitte ausfillt oder bei-
de Seitenmotoren ausfallen. Es wird angenommen, dass jeder der Flugzeugmotoren mit der
Wahrscheinlichkeit p auf einem bestimmten Flug ausfillt. Ferner wird angenommen, dass der
Ausfall eines Motors unabhéngig vom Verhalten der anderen Motoren erfolgt.

A bezeichne das Ereignis, dass ein Flugzeug dieses Typs infolge von Motorversagen abstiirzt.

a) Ist die Wahrscheinlichkeit P(A) groBer oder kleiner als p? Bitte begriinden Sie Ihre
Antwort.

b) Bestimmen Sie P(A) fiir p = 0,01.

Lésungshinweis:

H = Hauptmotor fillt aus, S;/, = Seitenmotor 1 bzw. 2 fillt aus.

a) P(A)=P(HUHNSINS:)=p+(1—-p)-p-p>p.
b) p = 0,01: P(A) = 0,01 +0,99-0,012 = 0,0101
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Aufgabe 63

Ein Kraftfahrzeughédndler weif3 aus langjihriger Erfahrung, dass bei den in Zahlung genomme-
nen Wagen 50% Mingel am Motor, 70% an der Karosserie und 30% an Motor und Karosserie
aufweisen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein in Zahlung genommener Wagen

a) ohne Miingel an Motor und Karosserie ist,

b) auch einen Mangel am Motor besitzt, wenn bekannt ist, dass die Karosserie schadhaft
ist?

Lésungshinweis:

Abkiirzungen: (M )otormangel; (K )arosserieschaden.
Gegeben: P(M) =0,5, P(K)=0,7, P(MNK)=0,3.

Damit ergibt sich:

K K
0,30 020 0,50
0,40 0,10 0,50

0,70 0,30

<=

a) P(MNK)=0,10
P(MNK) 03

3
b) P(M|K) = ———=— = - ~ 042857
P(K) 07 7
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Aufgabe 64

Alexandra, Bernhard und Claudio sind als heilige drei Konige verkleidet von Haus zu Haus
unterwegs. Bei jedem Haus lassen Sie den Zufall entscheiden, wer von den dreien ein Gedicht
aufsagen darf. Dazu wiirfeln sie jeweils vorher einmal mit einem fairen Wiirfel. Alexandra
sagt das Gedicht, wenn eine 1 fillt, Bernhard bei einer 2 oder 3 und Claudio darf bei 4, 5 oder
6 rezitieren. Alexandra sagt das Gedicht mit einer Wahrscheinlichkeit von 80 % perfekt (mit
einer Wahrscheinlichkeit von 20 % ist mindestens ein kleiner Fehler dabei), Bernhard sagt das
Gedicht mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % perfekt auf, Claudio mit einer Wahrschein-
lichkeit von 95 %.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird das Gedicht bei einem beliebigen Haus perfekt
zum Vortrag gebracht?

b) Frau Maier erzédhlt am Tag nach dem Besuch der drei Ihrer Nachbarin, dass sich bei Thr
ein Sternsinger beim Gedicht ganz schon verhaspelt hitte. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit hat Bernhard das Gedicht bei Frau Maier aufgesagt?

Lésungshinweis:

Abkiirzungen: A= Alexandra sagt das Gedicht, analog (B)ernhard bzw. (C)laudio.
F = Gedicht mit Fehler aufgesagt.

Gegeben:  P(A) = /s, P(B) = 2/e, P(C) = 3/e,
P(F|A)=0,2, P(F|B)=0,1, P(F|C)=0,05

a) P(F)=1-P(F) .
=1—[P(F|A)- P(A) + P(F|B)- P(B) + P(F|C)- P(C)]
=1-[02-1/6 +0,1-2/6 + 0,05 3/s]

— 1 — 44443

120
109
= 120 ~ 0,90833
P(BNF) P(F|B)-P(B) 0,1-2/ 4
b) P(B|F) = = = = — ~ 0,36364.
) P(BIF) P(F) P(F) 11/120 11
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Aufgabe 65

In der Stadt D wird im Mittel zu 10 % schwarz gefahren. 70 % der Schwarzfahrer haben keine
Fahrkarte, wihrend die anderen 30 % gefilschte oder illegal besorgte Karten besitzen. Von den
ehrlichen Fahrgasten haben im Mittel 5 % ihre Fahrkarte vergessen. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit ist ein kontrollierter Fahrgast, der keine Karte vorzeigen kann, ein Schwarzfahrer?

Lésungshinweis:

Abkiirzungen: (S)chwarzfahrer; zeigt (K)arte.

Gegeben: P(S)=0,1, P(K|S)=07 P(K|S)=03,

P(K|S) =0.05
Losung:
—. _ P(KIS)-P(S) _ P(K|S)- P(S)
P(SIK) = P(K)  P(KIS)-P(S)+ P(KIS)-P(S)
_ 0,7-0.1 4 0.6087

07-01+0.05-09 23
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Aufgabe 66

10.000 Flugreisende, die aus einem siidlichen Land nach Deutschland einreisen werden auf
eine ansteckende tropische Krankheit getestet. Ein positiver Test deutet auf eine Erkrankung
hin, allerdings nicht sicher. 9 Leute, bei denen der Test positiv ausgefallen ist sind tatsdchlich
krank. 9899 Leute mit negativem Testergebnissen sind nicht krank. Insgesamt war der Test bei
9900 Untersuchten negativ. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer beliebig unter
diesen 10.000 Flugreisenden ausgewihlten Person

a) Der Test positiv ausfillt,
b) die Person krank ist,

c¢) die Person gesund ist, obwohl der Test positiv ausgefallen ist,
d) der Test positiv ausfillt, wenn bekannt ist, dass die Person gesund ist.

Lésungshinweis:

Abkiirzungen: Test ist (p)ositiv; Person hat (K)rankheit.
Gegeben: P(K N p) =0,0009, P(pNK)=0.9899, P(p)=0099.

Damit ergibt sich:

p P
0,0009  0,0001 0,001
0,0091 0,9899 0,999

0,01 0,99

| >

a) P(p)=1-0,99=0,01
b) P(K) = 0,001
0,0091

d) P(plK) = 0609099; ~ 0,00911
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Aufgabe 67

Geben Sie zu den Ereignissen A, B die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) an, wenn

a) ACB,
b) BC A,
c) A= %,
d) B = %2,
e) AN B = {}.

Lésungshinweis:

P(4)

P(B)’

P®)

P(B) 7

P(B)

c) TB) =1,
P(4)

d) TIP(A),

P({})
PB)

a)

b)

e)
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Aufgabe 68

Ein SchieBbudenbesitzer hat festgestellt, dass die Trefferwahrscheinlichkeit in den spéten
Abendstunden 0,1 pro Schuss betrigt.

a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, bei 5 Schiissen mindestens 2 Treffer zu erzielen?
b) Wie viele Schiisse sind notwendig, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 0,9
mindestens einen Treffer zu erzielen?

Lésungshinweis:

X = Anzahl Treffer bei 5 Schiissen. Damit gilt: X ~ B(n = 5; p = 0,1)
a) P(X 22)=1-P(X =1) = 0,0815.
mit (1 ):
1 - pbinom(1l, size = 5, prob = 0.1)
## [1] 0,08146

b) Y = Anzahl Treffer bei n Schiissen; damit
PY=1)=1-PY =0=1-(p)-01°.09"=1-0,9">0,9

In0,1 ) . .
& 09"<0,1 © n> an 5 ~ 21,85435, also mindestens 22 Schuss sind notig
n b

80
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Aufgabe 69

Eine binomialverteilte Zufallsvariable X habe einen Erwartungswert von 2 und eine Varianz
von 4/3. Wie gro83 ist die Wahrscheinlichkeit fiir x=2?

Lésungshinweis:

81



Aufgabe 70

Laufe eines Jahres werden von 52 aufeinanderfolgenden Ausgaben einer wochentlich er- Q
scheinenden Zeitschrift 11 beliebige Ausgaben mit einer bestimmten Annonce versehen. Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Leser von 20 beliebigen (aber verschiedenen) Aus-
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gaben

a) zwei Ausgaben

b) keine Ausgabe

¢) 20 Ausgaben

d) sdmtliche 11 Ausgaben
e) mindestens eine Ausgabe

mit einer Annonce erhilt?

Lésungshinweis:

X

= Anzahl der Zeitschriften mit der Annonce, X ~ Hyp(M = 11, N = 52,n = 20)

(5)(is)

a) P(X =2) =

~ 0,0882275

(0)Go)
(30)
¢) Das geht nicht, also P(X = 20) = 0.

b) P(X =0) = ~ 0,002136

11\ (41
d) P(X =11) = % ~ 0,0000028
(20)

e) P(X > 1) = 1 — P(,Teilaufgabe b)*) = 0,997864

Losung in Q

o Q0 T M

pr

= dhyper(x=2, m=11, n=41, k=20)
dhyper (x=0, m=11, n=41, k=20)
dhyper (x=20, m=11, n=41, k=20)
dhyper(x=11, m=11, n=41, k=20)
1 - dhyper(x=0, m=11, n=41, k=20)
int(data.frame (Aufgabe=c("a", "b", "c", "d", "e"),
Ergebnis=round(c(a, b, c, d, e), 7)),
row.names=FALSE)

## Aufgabe Ergebnis
## a 0,0882275
## b 0,0021360
## ¢ 0,0000000
## d 0,0000028
## e 0,9978640
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Aufgabe 71

Unter den 20 Passagieren eines Charterfluges befinden sich zwei Bewaftnete, die das Flugzeug
entfithren wollen. Zehn Passagiere werden zufillig ausgewihlt und genau untersucht. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die beiden Bewaffneten unentdeckt bleiben?

Lésungshinweis:

X = Anzahl der entdeckten Bombenleger, X ~ Hyp(M =2, N = 20,n = 10)

(o

P = dhyper(x = 0, m = 2, n = 18, k = 10)
P

~ 0,2368421

.. -3
Losung in (57):

## [1] 0,2368421
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Aufgabe 72

Das Rechenzentrum der Hochschule habe festgestellt, dass wihrend einer Betriebszeit von
einem Tag mit der Wahrscheinlichkeit 0,905 kein Ausfall des Systems zu verzeichnen ist. Die

Anzahl der Systemaustfille sei Poisson-verteilt.

a)
b)

c)

Bestimmen Sie den Parameter A der Poisson-Verteilung.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass an einem Tag genau zwei Systemaustfille zu

verzeichnen sind?

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass es bei 5 gleichartigen Systemen, die unab-
hingig voneinander laufen, zu mindestens einem Ausfall am Tage kommt.

Lésungshinweis:

a)

b)

9

X = ,,Anzahl Ausfille® = X ~ P(})

0
P(X =0)="1 -e™* =0,905 & A = —1n0,905 ~ 0,09982
52
P(X=2)= o -e™ & 0,00451

lambda = -log(0.905)

pb = dpois(2, lambda = lambda)
pb

## [1] 0,0045088

Y = ,,Anzahl Systeme mit mind. einem Ausfall*
=Y ~Bn=5p=PX>1)=1-0,905 = 0,095)

PY>1)=1-PY =0=1-() p° (1—-p)°=1-0905 ~0,39292
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Aufgabe 73

In einer Online-Redaktion weil3 man, dass ein Webredakteur gemessen am output sehr wenige
sprachliche Fehler produziert. Im Durchschnitt werden drei Fehler pro Monat festgestellt. Die
Anzahl der Fehler pro Monat kann als Poisson-verteilt angenommen werden und ist jeweils
unabhingig von den anderen Monaten.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,

a) dass der Redakteur mehr als 9 Fehler pro Monat begeht,
b) fiir mehr als 3 Fehler, wenn man weil3, dass er schon 2 Fehler gemacht hat,
c) dass er wihrend eines Jahres in mindestens 3 Monaten keinen Fehler produziert?

Lésungshinweis:

X = ,,Anzahl der Fehler pro Monat®, also X ~ P(A = 3)

a) PX>9)=1—-P(X <9 ~1-0,9989 =~ 0,0011
P(X>3 1—-P(X<3) 1-0,64723
TPX>2 1-PX<1) 1-019I5
¢) Y= ,,Anzahl der Monate ohne Fehler in einem Jahr*, also ¥ ~ B(n =12;p = P(X = 0)),
wobei p = 31 - ¢ & 0,04979. Damit gilt:

b) P(X >3|X >2) ~ 0,44049

PY=3)=1-PY <2)=1-[PY =0)+ P(Y =1)+ P(Y =2)]
—1_ [(102)p0(1 — )2y (112)p1(1 _ g (122)p2(1 - p)lo]
~ 1 —[0,54182 + 0,34067 + 0,09817] ~ 0,01935
Pa = 1 - ppois(9, lambda = 3)
Pb = (1-ppois(3,lambda = 3)) / (1-ppois(1l,lambda = 3))

p = dpois(0, lambda = 3)
Pc = 1 - pbinom(2, size = 12, prob = p)

c(Pa, Pb, p, Pc)
## [1] 0,0011025 0,4404912 0,0497871 0,0193476
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Aufgabe 74

Die Gesamtdauer X eines Projektes wird als normalverteilt mit dem Parameter u = 10 (Wo-
chen) angenommen. Ferner wird fiir die Wahrscheinlichkeit P(8 < X < 12) der Wert 0,8
geschiitzt. Man bestimme den Parameter o.

Lésungshinweis:

P(8E£x%42]=Flaa)-F(g) = Q(FT) - tpl\&ﬂ\,

\P
o\
7
[
—
)
e\

¢
15

L
w

fﬁ‘ <
—
~
' '
.Y
Y
!
o ©
—
\'D
S—

2¢

Ty
() ¢‘/b\. =019
a 1
1/ - p——
D Y% %2128 & b= 4as568
x1\X2 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197 0.51595 0.51994 0.52392 0.52790 0.53188 0.53586

0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172 0.55567 0.55962 0.56356 0.56749 0.57142 0.57535

0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095 0.59483 0.59871 0.60257 0.60642 0.61026 0.61409

0.3 0.61791 0.62172 0.62552 0.62930 0.63307 0.63683 0.64058 0.64431 0.64803 0.65173

0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640 0.67003 0.67364 0.67724 0.68082 0.68439 0.68793

2016 - Aufgabensammlung — (Seite 86 von 109)

0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194 0.70540 0.70884 0.71226 0.71566 0.71904 0.72240

0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565 0.73891 0.74215 0.74537 0.74857 0.75175 0.75490

iter

0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730 0.77035 0.77337 0.77637 0.77935 0.78230 0.78524
0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673 0.79955 0.80234 0.80511 0.80785 0.81057 0.81327

0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381 0.82639 0.82894 0.83147 0.83398 0.83646 0.83891

tik — Wir

1 0.84134 0.84375 0.84614 0.84850 0.85083 0.85314 0.85543 0.85769 0.85993 0.86214

1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076 0.87286 0.87493 0.87698 0.87900 0.88100 0.88298

1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065 0.89251 0.89435 0.89617 0.89796 0.89973 0.90147

— Wir

9
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Aufgabe 75

Eine normalverteilte Zufallsvariable X soll untersucht werden. Zwei Tatsachen sind von X
bekannt:

> P(X > 20) =20%
» P(X <1)=1%

Bestimmen Sie damit:

a) Sta[X] = o sowie E[X] = u
b) P(X = 20)

c) P(X <20)

d) P(X >25)

e) P(X > 25X >20)

f) P(X >20|X >25)

) |
a; P(x>20) =01 | 1-FR0)=02 | 1- |.—b‘L, =02 ] O(%:2) =08
P(X<1) =0.04 ) Fla) =001 ) Qé@ﬂ) =001 J Lafﬂ, 0.9
0-A =032 0] @+®: 19 = (0.3442,33)2
a1 =1,3330@) M 3= 5,993%
=) m=2,33be = 14,96€
b) (x=10)=o0
¢j) P(Xt20)= 1-0.1 =0.8
a &= u‘ﬂ_rg
 P(x=15) = 4~ Q(=—=L = 2-Q(4,63) = 1-09S51L5Y = 0,04%46
! 143
e) PLx215 | X210) = 0,04F46 /015 = 0,237
£, P(X2120] X215) =4
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Aufgabe 76

Schokoladennikolduse mit einem Sollgewicht von 200g sollen bzgl. ihres Gewichts kontrol-
liert werden. Es stellt sich heraus, dass

» das Gewicht X der Nikolduse normalverteilt ist,
» die Wahrscheinlichkeit, dass ein Nikolaus mindestens 200g wiegt bei 30 % liegt und

» ein Nikolaus mit einer Wahrscheinlichkeit von 99 % hochstens 210g wiegt.

Berechnen Sie bzw. geben Sie ohne Rechnung aber mit Begriindung an:

a) Wie grof} ist die Standardabweichung o sowie der Erwartungswert ;o von X ?

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, zuféllig einen Nikolaus mit einem Gewicht von
exakt 200g (£0g) auszuwéhlen?

c) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Nikolaus weniger als 190g wiegt?

d) Nikolduse mit weniger als 195g werden aussortiert. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Nikolaus aus diesem Ausschuss zwischen 190g und 195g wiegt?

Lésungshinweis:

P(X=1200) = 0.3 1~ F(wo) =0.30 F(200) = 0.40
P(Xx £110) = 0.99 F (210) = 0.49 ) TF(210)=0.99
q)( 100 I-) =0.40 —b"” % 0.2 x1\x2 0 0.01 0.02 0.03
¢(1.1I_L) = 0.99 —q—& 9&1,‘5‘5 0 0.50000 0.50399 0.50798 0.51197
b 0.1 0.53983 0.54380 0.54776 0.55172
0.2 0.57926 0.58317 0.58706 0.59095
100 M= 0.52° % @ 0.3  0.61791 0.62172 0.62552 0.62930
- @ 0.4 0.65542 0.65910 0.66276 0.66640
Lo -m = .33 0.5 0.69146 0.69497 0.69847 0.70194
0.6 0.72575 0.72907 0.73237 0.73565
. - - 0.7 0.75804 0.76115 0.76424 0.76730
@ - @ * 10 -(1.3‘5 D.S‘L) b 0.8 0.78814 0.79103 0.79389 0.79673
10 0.9 0.81594 0.81859 0.82121 0.82381
x = — 1 0.84134 0.84375 0.84614 0.84850
o 1.81 5',5'1-9 1.1 0.86433 0.86650 0.86864 0.87076
1.2 0.88493 0.88686 0.88877 0.89065
. . . - 1.3 0.90320 0.90490 0.90658 0.90824
(V) @ ) }‘-81”'1'3‘5 §.515 = 1‘“;1: 1.4 0.91924 0.92073 0.92220 0.92364
1.5 0.93319 0.93448 0.93574 0.93699
- - 1.6 0.94520 0.94630 0.94738 0.94845
I’) P(X © loo‘ =0 1.7 0.95543 0.95637 0.95728 0.95818
1.8 0.96407 0.96485 0.96562 0.96638
3 - = 430;133.1}_ 1.9 0.97128 0.97193 0.97257 0.97320
‘:) P(x 4“03 - F(qﬂo) 0( 5,5L¢ ) 2 0.97725 0.97778 0.97831 0.97882
2.1 0.98214 0.98257 0.98300 0.98341
P - 2.2 0.98610 0.98645 0.98679 0.98713
¢( 101‘” 1- ¢(4 L‘l) ~; ::‘;4;‘1 2.3 0.98928 0.98956 0.98983 0.99010
= (0]
P(a%0 &% & 195)
5\) P( 290 & X £ 195 l x&495) = c, P(XEans)
. Flats)-Flao) _ _ F(0) + = oo00863
F(195) F(aas) g8 " 4)(-“--«113
0.038 5% Sises
1 - — - 0. : x

P(alg) = P(D) 0.6511)
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Aufgabe 77

Die zufallsabhédngige Nachfrage X nach einem Gut in einer Zeitperiode ist geméif der folgen-
den Wahrscheinlichkeitsfunktion verteilt:

n 1
P(x=n)= s firn=1..8 und Px=9) =

a) Skizzieren Sie den Verlauf der Wahrscheinlichkeitsfunktion.
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden mindestens 6 Stiick des Gutes nachgefragt?
c) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung der Nachfrage.

Lésungshinweis:
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Aufgabe 78

Die Lebensdauer einer Maschine sei eine iiber dem Zeitintervall [0,65] gleichverteilte Zufalls-
variable. Berechnen Sie

a) den Erwartungswert der Lebensdauer
b) die Varianz der Lebensdauer

c) die Wahrscheinlichkeit, dass die Lebensdauer zwischen 13 und 39 liegt.

Lésungshinweis:
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Aufgabe 79

Eine Unternehmung sieht sich auf dem Absatzmarkt zufillig schwankender Nachfrage gegen-
ibergestellt. Die Hohe der Nachfrage X sei folgendermallen verteilt:

fir 0 <x <12
sonst

1
fe) =13

Die Produktion der Unternehmung wird unmittelbar abgesetzt, d.h. es existieren keine Ab-
satzlager. Die Kostenfunktion der Unternehmung lautet ¥ = 2X + 10. Man gebe den Erwar-
tungswert und die Varianz der Kosten an.

Lésungshinweis:
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Aufgabe 80

Fiir eine Zufallsvariable X sei die Wahrscheinlichkeit P(| X — 10| > 2,5) mit p* abgekiirzt.
Berechnen Sie p* fiir die Fille, dal X

a) im Intervall [5; 15] gleichverteilt ist

b) einer N(u;o)—Verteilung mit 4 = 10 und 02 = 4 geniigt

c) die Werte 3, 6, 9, 12, 15 jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 0,2 annimmt
d) Poisson—verteilt ist mit dem Parameter A = 10.

Empfehlung: Veranschaulichen Sie den Bereich {x € R : |x — 10| > 2,5} auf einer Zahlenge-
raden.

Lésungshinweis:

92


ste
Highlight

ste
Highlight


hematik — Winter 2016 — Aufgabensammlung - (Seite 93 von 109)

Wi "
g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augsk

Aufgabe 81

ie Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der moglichen Tore der deutschen Nationalmann-
schaft bei Landerspielen. Es kommen nur die folgenden Ergebnisse mit den angegebenen
Wahrscheinlichkeiten vor:

X 0 1 2 3 4
P(X = x) 04 05 0,07 0,025 0,005

Wie grof} ist der

a) Erwartungswert von X,
b) die Varianz und die Standardabweichung von X und
¢) P (|X —E[X]| < Sta[X])?

Lésungshinweis:
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Aufgabe 82

Die Zufallsvariablen X und Y haben die

X
nebenstehende gemeinsame Wahrscheinlich-
. . 1 01 02 03
keitsfunktion. Man berechne ) 02 0 02

a) die Randverteilungen, Erwartungswerte und Varianzen fiir X und Y,
b) die Kovarianz und Korrelation zwischen X und Y.

Lésungshinweis:
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Aufgabe 83

Man betrachte die Klausurergebnisse in Mathematik (Zufallsvariable X ') und Statistik (Zufalls-
variable Y). Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion der zweidimensionalen Zufallsva-

riablen (X, Y) sei durch die folgende Tabelle gegeben:

xy y—> 1 2 3 4 5
1 0,04 0,03 0,02 0,01 0,00
2 0,04 0,10 0,03 0,02 0,01
3 0,02 0,08 0,20 0,08 0,02
4 0,01 0,02 0,04 0,10 0,03
5 0,00 0,01 0,03 0,03 0,03

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten
(1) in Mathematik zu bestehen und in Statistik nicht zu bestehen
(i1) in beiden Klausuren zu bestehen

(ii1) in beiden Klausuren nicht zu bestehen
(iv) in beiden Klausuren besser als 3 zu erhalten
(v) in beiden Klausuren zwischen 2 und 4 zu erreichen.

b) Geben Sie die Randwahrscheinlichkeits- und Randverteilungsfunktionen an.

¢) Sind die beiden Zufallsvariablen unabhéngig?

d) In Mathematik erzielen Beate, Peter, Helga und Bernd die Noten 1, 2, 3 und 4. Wie
sehen fiir diese vier Kandidaten die Notenchancen bei der Statistikklausur aus?

Lésungshinweis:
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Induktive Statistik

Aufgabe 84

Der Erwartungswert p in der Grundgesamtheit soll durch die Stichprobenfunktion

A 1
6 =~ (Xi++ Xa)

A2 e
@:n_ZZlXi
i=1

A

2
O = m(}(’l +2X2+...+an)

geschitzt werden. Priifen Sie die Erwartungstreue der Schitzfunktionen und ermitteln Sie die
wirksamste unter diesen.

n n
Hinweise: Es gilt Zi =2In(n+1) und Ziz =3n(n+ 1) +3)
i=1 i=1

Lésungshinweis:
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Aufgabe 85

Gegeben sei eine einfache Stichprobe X1, .. .,X, aus einer Grundgesamtheit mit unbekanntem
Erwartungswert p. Zur Schitzung von pu wird der Einsatz von linearen Stichprobenfunktionen
der folgenden Gestalt erwogen:

1 n—1
ZXi—I—a-Xn mit —1<a<l

i=1

6, =

n—1

a) Bestimmen Sie o so, dass ©; erwartungstreu fiir p ist.

b) Welche Schitzfunktion ist wirksamer: Die erwartungstreue Variante von ©; von Tei-
laufgabe a) oder eine neue Funktion ®, mit

1 n
QZZEZXlQ

i=1

Lésungshinweis:
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Aufgabe 86

Bei der Priifung der Fiillmenge von Fruchtsaftflaschen ergaben sich folgende Werte:

ccm 197 198 199 200 201 202 203 204 205 206 207

Anzahl 2 1 3 1

3 1 2 1 1 0 1

Nach Angaben des Abfiillers ist die Fiillmenge normalverteilt mit einer Varianz von

0?2 =225.

a) Man gebe ein Schitzintervall fiir den Erwartungswert © zum Niveau 1 — o = 0,94.
b) Welcher Stichprobenumfang n garantiert eine Linge von 1 fiir das Schétzintervall?

Lésungshinweis:

Q) @ 1-x =09y

® x =201
@ ‘__‘k": = 45;4.88=°40§

® kI ={0.295 ; 201.905]

1bC

t
b L= aza)’s

Festlegen des Konfidenzniveaus T — «

Bestimmung des (1 — %)—Fraktils c der N(0, 1)-Verteilung
Berechnen des Stichprobenmittels x

Berechnen des Wertes -

N

Ergebnis der Intervall-Schatzung:

4-2,25-4.88°% 31,81 , also minol. 32
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Aufgabe 87

X1,...,X31 beschreibe eine einfache Stichprobe aus einer beliebig verteilten Grundgesamt-
heit. Aus den Ergebnissen wurden X = 9 und s®> = 31/4 errechnet. Zur Irrtumswahrschein-
lichkeit « = 0,05 bestimme man

a) ein Schitzintervall fiir den Erwartungswert .,
bunter der Janahmes-dassthe-Geagdgesamthei a itistrein Seh#tzimervall Tar
B 2
e zo°.

Lésungshinweis:

a) 3 wibthamud , 30 1@»..;;33@ — - Vily
(onda Ok : SNorwal v‘la)

= .04 =C

M] = {97 1.011] = [1.931 ; 10.024]

N.vity [3.01;9.0%)

Xo0.9%¢

1 ,
by XT3t x, =169 | x, gac

(h-1) $¥ = 30.394 =232,§

- (2SS . 232,57 _ ayq .
“* 4¢,9¢ ' decma Jd T Lua4a; 13,8481

=u6,q8

# Aufgabe 51 (Konfidenzintervall)

# a)

¢ = Qt(1-(0.05)/2, 30)

delta = sqrt(31/4)*c/sqrt(31)
m=9

KI = c(m-delta, m+delta)

Kl

# b)

¢l = qchisq(0.025, 30)
c2 = qchisq(0.975, 30)
z =30*31/4

Kl = c(z/c2, z/cl)

Kl
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# Aufgabe 51 (Konfidenzintervall)

# a)
c = qt(1-(0.05)/2, 30)
delta = sqrt(31/4)*c/sqrt(31)
m = 9
KI = c(m-delta, m+delta)
KI

# b)
c1 = qchisq(0.025, 30)
c2 = qchisq(0.975, 30)
z  = 30*31/4
KI = c(z/c2, z/c1)
KI
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Aufgabe 88

Ein Barista dosiert in einer Espressobar die Menge Kaffeepulver in Gramm bei 10 zufillig
ausgewdhlten Espressobeziigen folgendermalien:

73 82 70 92 81 69 7.1 85 9.0 85

Berechnen Sie fiir diesen Barista ein Konfidenzintervall fiir die Varianz der Kaffeemenge pro
Espresso zum Konfidenzniveau 0,95.

Lésungshinweis:
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Aufgabe 89

In einem Spielkasino werden Zweifel geduBlert, dass ein bestimmter Wiirfel fair ist, d.h. alle
Zahlen gleich hiufig auftreten. Der Spielleiter fordert einen Zweifler auf, ein Signifikanzni-
veau o zwischen 0,01 und 0,40 anzugeben, zu dem die Hypothese Hy, dass der Wiirfel fair ist,
getestet werden soll. Welches o wird der Zweifler wihlen, wenn er mochte, dass der Wiirfel
aus dem Spiel genommen wird?

Lésungshinweis:

}. rofou du SK'(’ i Bominivean

kl«v\. Buqu
dw‘o 213-. Laivd au.ok e,r\n'w.[d
(uls au-n nht) a.'oal.ld\wl'
- £=0.40
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Aufgabe 90

Ein Arbeiter braucht fiir die Bearbeitung eines Werkstiicks im Durchschnitt 7 Minuten (420
sec. = o). Ein Fachmann schlédgt, um eine Zeitersparnis zu erreichen (i < [g), eine andere
Bearbeitungsart vor und will die Effektivitiit seines Vorschlags mithilfe einer Stichprobe vom
Umfang n = 16 testen. Fiihren Sie diesen Test (Hypothese Hy : p = o gegen Hy @ p <
Wo) zum Signifikanzniveau ¢ = 0,05 bzw. 0,01 durch. Dabei sei ferner vorausgesetzt, dass
die Grundgesamtheit normalverteilt ist. Die Stichprobe ergab folgende Werte: x = 408 und
s =25,7.

Lésungshinweis:

Teot poscetrisoa
e
Peaamede, L
L m
Stidprobe flecn? 2 wnbefiamnt
‘%o\
u’usd;‘f& 1 woLaend -’&".
| e seidiy (Wdeastharedd g )
- t-vigy ’,;:'! 45 Fraedsyrade.

- B= ;) T X4
@ «x=o0.05 o =0.01
® v= X o 1B (T o a3y
@ () xpqc = 1,453 X g.qq = 4 603

= (-oo"-a,qgs) = veER D Howird WUOI‘(M
B = (o0 -260t) = VEB D 4 wickk
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Aufgabe 91

Die Personalabteilung eines GroBunternehmens hat den Verdacht, dass die Mitarbeiter die
Mittagspause (maximal 1 Stunde) im Durchschnitt iiberziehen. Mit einer einfachen Stichprobe
der Pausenlinge von 20 Mitarbeitern soll getestet werden, ob die Zeiten eingehalten werden
oder ob im Mittel iiberzogen wird. Es ergibt sich fiir die Pausendauer ein Stichprobenmittel
von 70 Minuten und eine Stichprobenstandardabweichung von 15 Minuten. Die Pausendauer
eines Mitarbeiters kann als normalverteilte Zufallsvariable angenommen werden.

Formulieren Sie Nullhypothese und Gegenhypothese und testen Sie zum Signifikanzniveau
von 5 %.

Lésungshinweis:

0-60

J—V‘ba 197G Xoq¢ * 199 B =(1%4 ;oo) = h, vawu{o..
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Aufgabe 92

Angeblich sollen Studierende sich in der Nacht vor einer Klausur kiirzer in der Tiefschlafphase
befinden also im Durchschnitt aller Nachte. Eine einfache Stichprobe von 61 Studenten wird
diesbeziiglich untersucht. Im Durchschnitt wurde in dieser Stichprobe 48 Minuten Tiefschlaf
in den letzten 24h vor der Klausur gemessen, mit einer Stichprobenvarianz von 196.

L] [
Bestimmen Sie ein 95 %-Konfidenzintervall fiir diefTiefschlaﬂ‘einge aller Studierenden am Tag
vor der Priifung.

Lésungshinweis:

Worwal V{Caz €= Xgqqs = 196

kL = {ugt “%] = ey ; §1.513]
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Aufgabe 93

Die Hochschule X mochte wissen, wie gut Ihre Sudenten iiber internationale aktuelle Nach-
richten aus der Politik informiert sind. 40 zufillig ausgewihlten Studierenden werden Fragen
zu 100 Nachrichten der letzten beiden Monate gestellt. Im Durchschnitt konnen die Befragten
58 Fragen richtig beantworten bei einer Stichprobenstandardabweichung von 3,2.

a) Berechnen Sie ein 99 %-Konfidenzintervall fiir die durchschnittlich von allen Studenten
der Hochschule richtig beantwortete Anzahl der Fragen.

b) Im Landesdurchschnitt aller Studenten aller Hochschulen ergeben sich 65 Punkte. Tes-
ten Sie zum Signifikanzniveau von 5 %, ob der der Durchschnitt der Punktzahl an der
Hochschule X niedriger ist als im Landesdurchschnitt.

Lésungshinweis:

w20 (c""“""l'&""’“‘”‘il:ﬁ" 0
\Numml-\l‘\(’—Lv/ ko.‘p .,.,.;._.ml
LY IQMM , {C&

o 1 ”’7\

D kI= [x-?F] [sm 9;/1] /\..{;
b) " :,.,--GS H, :)ACGS '835 Ko
= Rl g 50066 £5 g -1)4{ _agk vn.tulw-;, Viﬂa

Ko.os x° qs S- 44%1 ‘-" B g(-“ i-4.m)

= Hp wird vo wor
o } A7/ FM 6 s
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Aufgabe 94

Studierende beschweren sich, dass die Klausuren in Statistik zu schwer seien. Der Dozent
mochte das natiirlich im Sinne der Studierenden verbessern und ldsst durch das Priifungsamt
die Metallklammern der Klausuren durch eine leichtere Variante aus Kunststoff ersetzen. Die
Studierenden glauben aber nicht, dass dadurch die Klausuren leichter werden. Der Dozent
mochte das beweisen und zieht eine einfache Stichprobe von 10 Klausuren, bei der er folgende
Gewichte misst:

65.28 65.84 64.47 63.82 66.64 62.55 6574 64.90 65.87 65.29

Gehen Sie im folgenden davon aus, dass es sich beim Gewicht der Klausur um eine normaver-
teilte Zufallsvariable handelt.

a) Bestimmen Sie zum Konfidenzniveau 0,95 ein symmetrisches Schétzintervall fiir den
Erwartungswert des Gewichts einer Klausur.

b) Mit Metallklammer hatten die Klausuren frither ein durchschnittliches Gewicht von
65,86 g. Testen Sie zum Signifikanzniveau von 5 % auf Basis der Stichprobe, ob die
Klausuren jetzt leichter sind.

¢) Was bedeutet bei dem Test von b) der Fehler 2. Art?

Lésungshinweis:

a) t-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden: ¢ = xg,975 ~ 2,262; X = 65,04, s ~ 1,18. Damit:

N&
KI = [H —} ~ [64,196; 65,884]

Jn
36
b) o = 65,68g. Also: Hy : 0 = o gegen Hy : 0 < po. Damit:
6s.04 65,36
v TR o 1975
S W

1.1%

Verwerfungsbereich: B = [—oo; —X(),gs] ~ [—oo; —1,833]. Damit ist v € B, die Klausuren sind also laut Test
signifikant leichter geworden.

c) Einen Fehler 2. Art zu begehen wiirde hier bedeuten, nicht zweifelsfrei sagen zu konnen, dass die Klausuren
leichter geworden sind, obwohl sie in Wirklichkeit im Durchschnitt leichter sind.
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Aufgabe 95

Die deutsche Nationalmannschaft hat in 50 zuféllig ausgewihlten Linderspielen die folgenden
Toranzahlen geschossen:

Anzahl der Tore pro Spiel 0o 1 2
5

3 4
Anzahl der Spiele mit diesem Ergebnis 18 22 3 2

Gehen Sie im folgenden davon aus, dass die erhobenen Toranzahlen aus einer einfachen Stich-
probe der Grundgesamtheit aller Landerspiele der deutschen Nationalmannschaft stammen.

a) Bestimmen Sie das 95 %-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p der Toranzahl in
allen Lénderspielen.

b) Die Standardabweichung der Tore pro Spiel in der Grundgesamtheit aller Landerspiele
sel jetzt mit 0 = 1,0 gegeben. Wie groll muss der Umfang einer Stichprobe sein, damit
das 95 %-Konfidenzintervall fiir ; nicht breiter als 0,5 Tore ist?

Lésungshinweis:

a) Rechne ndherungsweise mit Normalverteilung: xo,975 = ¢ ~ 1,959964
TR ©=0098 s=1,039819 416
KI = [0,692; 1,268] et s
Vio!

S

(3]

. 7 -

%048 -

3l

b) Mito =1 folgt:

L=22C <05 = n>d0c = n>16-12-c2~ 6146
Jn

also: mind. 62
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Aufgabe 96

Herr Meyer betreibt einen Schnellimbiss fiir Vegetarier. Eines Tages wird er von einem Kun-
den wegen Betrugs und Etikettenschwindels verklagt. Der Kunde kann per Fotos nachweisen,
dass 8 von 25 von ihm bestellten Gemiisesuppen gar nicht vegetarisch waren, da sich eine
Fliege darin befand. Das Gericht verlangt auf Basis dieser als einfach akzeptierten Stichprobe
einen Hypothesentest, mit dem der Anteil p aller Gemiisesuppen mit Fliegen als iiber den
gesetzlich zugelassenen 10 % nachgewiesen wird.

a) Ist die Approximation durch die Normalverteilung in diesem Fall gerechtfertigt?
b) Formulieren Sie H, sowie H;.
c) Fiihren Sie den Hypothesentest zu einem Signifikanzniveau von o = 2,28 % durch.

Lésungshinweis:
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Aufgabe 97

Herr Untermann mochte auf der Karriereleiter in seiner Firma, einem Telekommunikations-
unternehmen, etwas vorankommen und schldgt deshalb folgende Mafinahme vor: Der Daten-
durchsatz der bisher iiblichen Flatrates beim Internetzugang von Kunden soll ab einem Volu-
men von 1GB downloads pro Monat extrem gedrosselt werden. Die alten Konditionen kénnen
die Kunden dann optional zukaufen. Bisher hat Herr Untermanns Firma einen Marktanteil
von 45 % bei dieser Art flatrates. Eine Stichprobe unter allen potentiellen Kunden vom Um-
fang n = 2500 ergab, dass immerhin noch 43% der potentiellen Kunden diese Leistung mit
den verschlechterten Konditionen nachfragen wollen. Herr Untermann schlie3t daraus, dass
sich die Kunden von der Verschlechterung der Vertragsbedingungen nicht abschrecken lassen
und freut sich auf die Mehreinnahmen durch seinen Plan.

a) Formulieren Sie in diesem Szenario die Nullhypothese H, und die Alternative H;.
b) Worin besteht in diesem Beispiel das Risiko, den Fehler 1. Art zu begehen?
¢) Was bedeutet hier der Fehler 2. Art?

d) Wiirden Sie an der Stelle von Herrn Untermann ein moglichst kleines Signifikanzniveau
a zugrunde legen und dadurch einen groeren Fehler 2. Art (8) in Kauf nehmen ode
umgekehrt B klein halten und dabei ein groeres o zulassen?

Lésungshinweis:
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