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Anmerkungen zu den Ubungsaufgaben:

Nach der Vorlesung finden Sie jeweils auf der Homepage die fiir die jeweilige Woche zu
bearbeitenden Aufgaben angemerkt; besprochen und gelost werden die Aufgaben in der
darauf folgenden Woche in den Ubungsgruppen.

Die Losungshilfen haben teilweise nur den Charakter von Kontrollergebnissen und sind
kein Ersatz fiir eine vollstindige Losung.

Grundlagen in R sind ein wichtiger, obligatorisch zu erlernender Bestandteil des Kur-
ses; alle in den Ubungsaufgaben behandelten Losungen in R sind priifungsrelevant und
miissen auch bei veridnderter Aufgabenstellung (ohne Rechner) gelost werden kénnen.

Es gibt fiir die Klausur keine Einschriankung auf nur eine Aufgabe mit R. Klausurauf-
gaben mit R konnten in der Priifung bei verschiedenen Themen als Teilaufgabe oder als
separate Aufgabe eingebaut sein. R-Teile in der Klausur kdnnen, miissen aber nicht als
single choice formuliert sein.

Es gibt kein vorgefertigtes ,,cheat-sheet” mit den wichtigsten Funktionen in R fiir die
Klausur; bitte schreiben Sie sich die wichtigsten Funktionen inkl. Parametern auf Ihre
selbsterstellte Formelsammlung. Vorausgesetzt werden fiir die Klausur alle in den Lo-
sungshinweisen der Ubungsaufgaben verwendeten Funktionen.

(Teil)aufgaben, deren Losungen (auch) in R erarbeitet werden sollen, sind am rechten
Rand mit dem Symbol i ) gekennzeichnet.
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R kennen lernen

Aufgabe 1

Installation und Kennenlernen von R und RStudio

(Sofern Sie iiber keinen eigenen Rechner verfiigen, konnen Sie im Rechnerraum im W-Gebdude arbei-
ten; dort sind R und Rstudio installiert)

a) Installieren Sie R vonhttp://goo.gl/ALaUXu (fiilr Windows) bzw. von http://cran.
r-project.org/bin/ fiir andere Plattformen.

R ist das Programm, das in der Vorlesung verwendet wird, um Daten zu verarbeiten und Ergebnisse
als Text oder Grafik auszugeben, es ist in der Rohfassung nicht sehr komfortabel zu bedienen. Des-
wegen arbeiten wir in diesem Kurs mit RStudio, einer sehr komfortablen und méchtigen integrierten
Entwicklungsumgebung.

b) Installieren Sie RStudio von http://goo.gl/RX11dj.

c¢) Offnen Sie RStudio. Klicken Sie in den linken unteren Bereich des Fensters (,,Console*),
tippen Sie

i< 2

und schlieen Sie die Eingabe mit Enter ab.

In der Kommandozeile der Konsole werden alle Anweisungen eingegeben und Textriickmeldungen des
Programms ausgegeben; dazu gehoren Ergebnisse, aber auch Hinweise, Warnungen und Fehlermel-
dungen, falls etwas nicht geklappt hat. Die Kommandzeile eignet sich auch prima als Taschenrechner.
Kennt man die Bedeutung einer Funktion nicht, kann man ein Fragezeichen voranstellen und bekommt
eine Erkldrung (rechts im Hilfebereich).

Bei Rechenoperationen gelten die Vorrangregeln der Mathematik (Potenz vor Punkt vor Strich). Der
Dezimaltrenner ist ein Punkt (kein Komma). Exponential-, Logarithmus- bzw. Quadratwurzeln berech-
net man iiber Funktionsaufrufe, das Argument steht in runden Klammern. Grof3- und Kleinschreibung

macht einen Unterschied. Stellt man einer Zeile ein #-Zeichen voran, wird die Zeile von R nicht ausge-
fiihrt.

d) Geben Sie folgende Ausdriicke ein und erklédren Sie jeweils das Ergebnis

2+ 3 %4

(2 +3) x4
0.2 x 3 -1.1
0,2 x 3
27372

(2-3)-2
exp(1)

?7exp


http://goo.gl/ALaUXu
http://cran.r-project.org/bin/
http://cran.r-project.org/bin/
http://goo.gl/RX11dj

2017/18 — Aufgabensammlung - (Seite 5 von 137)

tik — Winter

- Wir

9

— Hochschule At

g

Prof.Dr. Stefan Et

log(exp(1))
sqrt (16)
16~(1/2)
Sqrt (16)

# Das 1st ein Kommentar.

e) Suchen Sie die Hilfefunktionen zu den verwendeten Operationen und lesen Sie diese.

Lésungshinweis:

2 + 3 x 4

## [1] 14

(2 +3) x4
## [1] 20
0.2 x 3 -1.1
## [1] -0,5

# 0,2 ¥ 3 # Fehler,
# akzeptiert
27372

## [1] 512
(2-3)~2

## [1] 64
exp (1)

## [1] 2,7183
log(exp(1))
## [1]1 1
sqrt (16)

## [1] 4
16-(1/2)

## [1] 4

!
)

!

wird nicht als Dezimalkomma

Sqrt(16) # Fehler, sqrt() schreibt man mit kleinem

## Error in Sqrt(16): konnte Funktion "Sqrt" nicht finden

!

S

]
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Aufgabe 2

Variablen, Zuweisungen und Funktionen

Zahlen (und andere Objekte) konnen in R in Variablen gespeichert werden. Dazu kann der Zuweisungs-
operator = oder alternativ <- beispielsweise folgendermaflen verwendet werden:

x = 3.5
x2 <- 1.5

Mit diesen Variablen kann dann weitergerechnet werden. In Variablennamen diirfen Buchstaben, Zif-
fern (nicht als erstes Zeichen), Punkte und Unterstriche (_) vorkommen. Diese Bezeichner diirfen keine
Leerzeichen enthalten. Auch hier ist Grof3- und Kleinschreibung zu beachten.

a) Weisen Sie der Variablen x den Wert 4 zu. Weisen Sie dann der Variablen x.2 den
folgenden Wert zu:

1
3x2+ln(—) +5.
ex

Funktionsaufrufe schreibt man in R mit einem Funktionsbezeichner, auf den direkt (keine Leerstelle!)
ein Paar runder Klammern folgt. Innerhalb der runden Klammern konnen ein oder mehrere Argumente
oder Parameter der Funktion stehen. Funktionen kann man auch verschachtelt aufrufen.

Die Funktion 1s () gibt die in der aktuellen Sitzung definierten Objekte aus. Mit rm(<Var>) kann man
eine Variable loschen, wenn man ihren Bezeichner anstatt <Var> in die runden Klammern schreibt.

b) Uberlegen Sie was folgende Zeilen ausgeben und fiihren Sie diese dann in R aus, um
Ihr Ergebnis zu iiberpriifen.

.Produkt = x * x.2
.Produkt
.Produkt
1sO
rm(x)
X

1sQO

X
X
X
x + x.2
X
X
X

x.Produkt * x

Aufier Zahlen kann R auch mit Zeichenketten umgehen. Diese konnen in Objekten gespeichert werden,
indem man die Zeichenkette in Anfiihrungsstriche setzt. Zeichenketten, die Zahlen beinhalten werden
nicht als Zahlen interpretiert. Man kann mit ihnen also nicht rechnen.

c) Welche Ausgabe bewirken folgende Zeilen? Uberlegen Sie, bevor Sie die Eingabe in R

ausprobieren.

tubby.1 = "Tinky-Winky"
tubby.2 = "Dipsy"

Zahl = 10

keine.Zahl = "10"

Zahl + 1

keine.Zahl + 1
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Tricks zur Ein- und Ausgabe:

>

Ist eine Eingabe in einer Zeile nicht vollstindig, kann R das mit einem ,,+ “-Zeichen anzeigen; die
Eingabe kann dann vervollstindigt werden.

Sofortige Hilfe bei der Eingabe einer Funktion erhdlt man, wenn man nach Eingabe der ersten
Buchstaben des Funktionsbezeichners die Tabulator-Taste betdtigt. Die moglichen Funktionen wer-
den dann zur Auswahl aufgelistet und konnen dann ausgewdhlt werden.

Mit der 1-Taste auf der Tastatur kann der letzte (oder bei zweimaligem Driicken der vorletzte usw.)
Befehl wieder sichtbar gemacht und dann nochmals ausgefiihrt oder verdndert werden.

Im RStudio-Fenster finden Sie (meistens rechts oben) einen Reiter History. Auch dort werden alle
eingegebenen Befehle abgespeichert.

Im Reiter Environment werden alle Objekte der aktuellen Sitzung aufgelistet.

d) Probieren Sie die angesprochenen Tricks zur Ein- und Ausgabe aus.

Lésungshinweis:

E I ]

##

##

=4
.2 = sqrt(3 * x°2 + log(1/exp(x)) + 5)
2

(11 7

Error in eval(expr, envir, enclos): Objekt ’X’ nicht gefunden

X + x.2

##

[1] 11

x.Produkt = x * x.2
X .Produkt

##

[1] 28

x.Produkt = x.Produkt * x
rm(x)

X

##

Error in eval(expr, envir, enclos): Objekt ’x’ nicht gefunden

tubby.1 = "Tinky-Winky"
tubby.2 = "Dipsy"

Zahl = 10

keine.Zahl = "10"

Zahl + 1

## [1]1 11

keine.Zahl + 1

##

Error in keine.Zahl + 1: nicht-numerisches Argument fiir bindren Operator
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Aufgabe 3

Daten: Vektoren

Eine Urliste von Daten eines Merkmals wird in R durch einen Vektor reprdsentiert. Zur Erzeugung eines
Vektors dient die Funktion c (). die Eintrige der Urliste werden dann zum Beispiel als Argumente von
c () durch Kommata getrennt angegeben. Als Ausprigungen sind Zahlen oder Zeichenketten moglich.
R versucht dann durch die Art der Argumente automatisch zu entscheiden, ob es sich um ein nominales
oder ein metrisches Markmal handelt.

a) Legen Sie eine Urliste fiir das Merkmal x an, das die Werte 1, 4, 2, 1.5 enthilt. Geben
Sie x aus. Legen Sie ein weiteres Merkmal Geschlecht mit den Werten Mann, Frau,
Frau, Frau an. Geben Sie auch Geschlecht aus. Das dritte Merkmal z soll die Wer-
te 1, 2, 1, "1" enthalten. Ist z fiir R nominal oder metrisch? Uberpriifen Sie Thre
Entscheidung.

Vektoren aufeinanderfolgender ganzer Zahlen werden mit dem Doppelpunkt-Operator gebildet. 2:5
steht zum Beispiel fiir den Vektor mit den Zahlen 2, 3, 4, 5. Mit der Funktion seq () kann man genauer
Vektoren als Folgen von Zahlen erzeugen. seq(from=2, to=3, by=0.2) erzeugt zum Beispiel den
Vektor (2, 2.2, 2.4, 2.6, 2.8, 3). Mit rep () werden Werte oder ganze Vektoren vervielfacht als Vektor
ausgegeben. Zum Beispiel ergibt rep(c(1,2), 3) den Vektor (1,2,1,2,1,2). Die Hilfe-Seiten (Aufruf
iiber 2seq bzw. ?rep) erkliren die Details.

b) Erzeugen Sie folgende Vektoren in R:

## [1] 56 7 89

## [1] 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

## [1] -0,10 -0,08 -0,06 -0,04 -0,02 0,00

## [1] 10000 12500 15000 17500 20000

## [1] -3-2-1 0 1 2-3-2-1 0 1 2-3-2-1 0 1

## [18] 2
# [1] 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 10,1 10,2 10,3 10,4
## [11] 10,5

Rechenoperationen konnen zwischen (numerischen) Vektoren elementweise ausgefiihrt werden. Hat ein
Vektor weniger Elemente als ein anderer, werden die Elemente vom Beginn des kiirzeren Vektors ein-
fach solange wiederholt, bis die Linge der beiden Vektoren gleich ist. Die Linge eines Vektors kann
mir der Funktion length() ausgelesen werden. Die Summe aller Elemente eines Vektors wird mit
sum() errechnet. Beispielsweise ergibt mit x=1:5undy = c(10.1, 10.5) die Summe x+y den Vek-
tor (11.1, 12.5, 13.1, 14.5, 15.1). Analog funktioniert -, *, /.

c) Gegeben sind die Vektoren

x =4:2
y = seq(from = 0.1, to = 0.5, by = 0.1)

Erkldren Sie, was folgende Ausdriicke ergeben und iiberpriifen Sie Ihr Ergebnis in R:

Xty

X * y

x~3 + 1

2 %xx -3 %y

n = length(x + y)
sum(x + y)/n
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Teile oder einzelne Elemente eines Vektors konnen mit der Angabe der Indexwerte in eckigen Klammern
ausgegeben werden. Auch Bedingungen mit Vergleichsoperatoren (z.B. < fiir kleiner als oder == fiir ist
gleich) sind moglich in eckigen Klammern. Verkniipfungen zwischen Vergleichen sind mit logisch UND
(&) beziehungsweise ODER () moglich.

d) Gegeben sind die Vektoren

x = seq(from = 0, to = 100, by = 2)
y 100:1

Schreiben Sie die Ergebnisse folgender Ausdriicke auf und iiberpriifen Sie anschlieBend
Ihr Ergebnis in R:

x[3]

yle(l, 3, 10)]

x[1:4]

x[x > 91]

x[x > 20 & x <= 30]

yly ==5 1y >9 | y < 3]

Anmerkung: Die Ausgabe von Relationen wie x < y auf Vektoren in R sind Vektoren mit den Ausprid-
gungen TRUE beziehungsweise FALSE. Diese sogenannten logischen Vektoren konnen zur Indizierung
von Vektoren verwendet werden; Elemente mit einem Index von TRUE werden ausgewdhlt, die mit Wert
FALSE werden iibergangen.

e) Was ergeben folgende Zeilen in R:

x = seq(from = 0.2, to = 2, by = 0.3)
y = -3:3

x <y

Xx"2 < X

Index = x72 < x

x [Index]

y [Index]

Lésungshinweis:

a) x = c(1, 4, 2, 1.5)

X
## [1] 1,0 4,0 2,0 1,5

Geschlecht = c("Mann", "Frau", "Frau", "Frau")
Geschlecht

## [1] "Mann" "Frau" "Frau" "Frau"

2 = @Gl 2y ik, 6D
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b)

c)

d)

Z

## [1] lllll "2" ||1Il lllll

5:9

## [1] 56 7 89

10:1

## [1] 10 9 8 7 6 5 4 3 2
seq(from = -0.1, to = 0, by = 0.02)
## [1] -0,10 -0,08 -0,06 -0,04 -0,02

1

seq(from = 10000, to = 20000, length.out

## [1] 10000 12500 15000 17500 20000
rep(-3:2, 3)

## [1] -3 -2 -1 0 1 2 -3 -2 -1
## [18] 2

c(5:10, seq(from = 10.1, by = 0.1, t

## [1] 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,
## [11] 10,5

X =4:2
y = seq(from = 0.1, to = 0.5, by = 0
X +y

## [1] 4,1 3,2 2,3 4,4 3,5
X %y

## [1] 0,4 0,6 0,6 1,6 1,5
x~3 + 1

## [1] 65 28 9

2 *%x-3=x*xy

## [1] 7,7 5,4 3,1 6,8 4,5

n = length(x + y)
sum(x + y)/n

## [1] 3,5

x = seq(from = 0, to = 100, by = 2)
y = 100:1

x[3]
## [1] 4
yle(1l, 3, 10)]

0

o = 10.5))
0 10,1 10,2 10,3 10,4

1)

10
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€)

## [1] 100 98 91

x[1:4]

## [1] 0 2 4 6

x[x > 91]

## [1] 92 94 96 98 100

x[x > 20 & x <= 30]

## [1] 22 24 26 28 30

yly ==5 1y >95 | y < 3]

## [1] 100 99 98 97 96 5

x = seq(from = 0.2, to = 2, by
y = -3:3
x <y

## [1] FALSE FALSE FALSE FALSE
x"2 < x
## [1] TRUE TRUE TRUE FALSE

Index = x72 < x
x[Index]

## [1] 0,2 0,5 0,8
y [Index]
## [1] -3 -2 -1

2 1

= 0.3)

FALSE TRUE TRUE

FALSE FALSE FALSE

11
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Aufgabe 4

R-Skripten: Flhren eines Logbuches der eigenen Analysen

In vielen Fdllen besteht eine statistische Untersuchung aus mehr als einem Schritt. Meistens werden
Daten eingelesen, bereinigt, aufbereitet, verdichtet, graphisch dargestellt usw. Um diesen Ablauf zu
dokumentieren kann man eine Textdatei mit der Endung .R, ein sogenanntes R-Skript erstellen und
alle Kommandos dort ablegen, mit Kommentaren dokumentieren und fiir spdtere Wiederverwendung
abspeichern.

a) Legen Sie eine .R-Datei mit dem Bezeichner Statistik-Uebung.R an (in RStudio
tiber File -> New -> R-Script) und schreiben Sie in diese Datei in die ersten Zei-
len als Kommentar (#-Zeichen voranstellen) Ihren Namen, das Datum sowie eine
Anmerkung, dass diese Datei alle R-Losungen der Ubungsaufgaben enthiilt.

b) Fiigen Sie fiir jede bis hierher bearbeitete Aufgabe nach einem entsprechenden Kom-
mentar den jeweiligen R-Code in diese Datei ein und schreiben Sie zu moglichst vielen
Zeilen einen Kommentar, in dem Sie eine Anmerkung schreiben was die Zeile bewirkt.

Um eine Zeile aus einem R-Skript in R auszufiihren, kann der Cursor in die entsprechende Zeile platziert
werden; durch die Tastenkombination Strg-Enter (auf englischsprachigen Tastaturen Ctrl-Enter)
wird die Zeile in die Console kopiert und ausgefiihrt; danach springt der Cursor in die ndchste Zeile
des Skripts. Wiederholt man das mehrmals, werden der Reihe nach alle Zeilen ausgefiihrt (Kommentar-
zeilen werden iibergangen). Mdochte man mehr als eine Zeile ausfiihren, kann man den entsprechenden
Teil des Skripts mit der Maus markieren und mit Strg-Enter ausfiihren.

c) Fiihren Sie die Befehle der ersten R-Aufgabe zuniéchst zeilenweise aus und beobachten
Sie die Ein- und Ausgaben in der Console, danach markieren Sie die komplette Aufgabe
und wiederholen die Ausfiihrung.

Lésungshinweis:

a)

b)

2+ 3 x 4
(2 +3) x4
0.2 *x 3 -1.1

12
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2732 # entspricht 2°(3°2)

(273)"2

exp(1l) # das ist e”1

log(exp(1)) # log() entspricht dem ln; ez und ln heben sich auf
sqrt(16) # Quadratwurzel

16~(1/2) # auch QW

# Sqrt(16) # Fehler, sqrt() schreibt man mit kleinem 's'

# Aufgabe 2 ...

S 22.3.2016,

# Aufgabe 1
2+ 3 x4 # hier gilt Punkt vor Strich

## [1] 14

(2 +3) 4 # Klammer zuerst
## [1]1 20

0.2 x3 -1.1

## [1] -0,5

# 0,2 * 3 # Fehler, ',' wird nicht als Dezimalkomma akzeptiert
27372 # entspricht 2°(3°2)

## [1] 512

(2-3)"2

## [1] 64

exp(1l) # das ist e”1

## [1] 2,7183

log(exp(1)) # log() entspricht dem ln; ez und ln heben sich auf
## [1] 1

sqrt(16) # Quadratwurzel

## [1] 4

16~(1/2) # auch QW

## [1] 4

# Sqrt(16) # Fehler, sqrt() schreibt man mit kleinem 's'

# Aufgabe 2 ...

13
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Aufgabe 5

Funktionen einer reellen Variablen

In R konnen Funktionen einer reellen Variable mit dem Aufruf function(Variable) {Funktionsterm}
definiert werden. Diese Funktionen konnen beliebien Bezeichnern zugewiesen werden. Soll beispiels-
weise die Funktion X

f:R—>R mit f(x)=5+1

definiert werden, kann man schreiben:
f = function(x) { x/2 + 1 }

Die Funktion kann dann mit Konstanten sowie Variablen Skalaren bzw. Vektoren aufgerufen werden.
Der Funktionswert wird zuriickgegeben bzw. am Bildschirm ausgegeben:

£(2)

## [1] 2

x = 3.2

y = £(x)
y

## [1] 2,6
X = -2:2

X

## [1] -2 -1 0 1 2

f(x)

## [1] 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Wertetabellen konnen iiber die Funktion data.frame() generiert bzw. ausgegeben werden.

Tabelle = data.frame(x, f(x))

Tabelle

## x f.x.
## 1 -2 0,0
## 2 -1 0,5
## 3 0 1,0
## 4 1 1,5
# 5 2 2,0

Mit print() als Wrapper konnen beispielsweise die Zeilennummern unterdriickt werden.

print(Tabelle, row.names=FALSE)

#i# x f.x.
## -2 0,0
## -1 0,5
## 0 1,0
## 1 1,5
## 2 2,0

14



Fiihren Sie folgende Aufgaben in R aus:

a) Definieren Sie die Funktion g : R4 — R mit

100

fH=—"
80 = 150 o

b) Berechnen Sie die Funktionswerte fiir Werte von ¢ € {0,0.1, 1, 10}.

¢) Generieren Sie einen Vektor ¢, der die Zahlen von O bis 2 in Schrittweiten von 0.2
enthilt.

d) Geben Sie eine Wertetabelle der Werte von ¢ und g(¢) ohne Angabe der Zeilennummer
aus.

Lésungshinweis:
g = function(t) {100/ (1+20*exp(-4*t))}
g( c(0, 0.1, 1, 10) )
## [1] 4,7619 6,9414 73,1897 100,0000

t = seq(from=0, to=2, by=0.2)
print(data.frame(t, g=g(t)), row.names=FALSE)

#Hit t g
# 0,0 4,7619
# 0,2 10,0134
#* 0,4 19,8494
## 0,6 35,5321
## 0,8 55,0890
## 1,0 73,1897
## 1,2 85,8668
## 1,4 93,1136
##* 1,6 96,7838
## 1,8 98,5288
## 2,0 99,3335
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Aufgabe 6

Graphen von Funktionen einer reellen Variablen

Mit der Funktion curve () kann in R sehr komfortabel der Graph einer Funktion einer reellen Variablen
gezeichnet werden. Als Argument wird eine selbstdefinierte Funktion oder ein Text eines Funktionsterms

(in Abhdngigkeit von x) akzeptiert.

f = function(x) { x/2 + 1 }
curve (f)
curve(l - exp(-x~2))

n
— ] ©
o
< | 1o
— o
. ~ <
o % e
Z g o |
~ v °
- - N
8
—
< ] =
2 -
o o
I S
T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
X X

curve () hat einige niitzliche Parameter:

from, to fiir den Definitionsbereich,

add fiir die Uberlagerung mehrerer Kurven,

col fiir die Farbe der Kurve,

zlab, ylab, main fiir die Beschriftung der Abszisse, Ordinate, der Uberschrift
lwd fiir die Strichdicke der Kurve

vy V. v v Y

Mit grid() kann man ein Gitter in den Graphen einzeichnen.

curve(l - exp(-x~2), from = -2, to = 5, lwd = 2, col = "red", xlab = "x",
ylab = "f(x), g(x)", main = "Graph zweier Funktionen")

curve(f, add = TRUE, col = "green", lwd = 2)

grid(lwd = 2)

f(x), 9(x)

00 02 04 06 08 10




Graph zweier Funktionen

(261 uoA 2L eueg) - Bunjwwesusqebiny — 81/LL0Z

IJUIM — Miewal

AWM — B
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Fiihren Sie folgende Aufgaben in R aus:

a) Definieren Sie die Funktion g : R — R mit

100

fH=—"
80 = 150 o

b) Zeichnen Sie den Graphen von g mit einem sinnvollen Definitionsbereich D, C R, mit
Beschriftung der Achsen sowie einer geeigneten Uberschrift.

c) Definieren Sie eine Funktion g,, die identisch zu g ist, nur um eine Einheit gemal
g2(t — 1) = g(t) verschoben.
d) Zeichnen Sie in den Graphen aus Teilaufgabe a) zusitzlich den Graphen von g, ein.

e) Zeichnen Sie ein Gitter in das Koordinatensystem.

Lésungshinweis:

g = function(t) {100/ (1+20%exp(-4*t))}
curve(g, from=-2, to=2, lwd=2, col="red",
xlab="x", ylab="g(x), g_2(x)", main="Graph von g und g_2")
g.2 = function(x) {g(x+1)}
curve(g.2, add=TRUE, col="darkgreen", lwd=2)

grid()
o
© | ¢ e o o o o o 6 6 6 o o 06 6 6 o o 0 6 6 6 o o o 6 6 o o 0 0 o O O S St——————————
—
Graph von g (rot), /‘
8 _
X o |
N’ ©
o
< o
5 <
o
N
o 4 —————— T e e e e e
T T T T T
-2 -1 0 1 2
X
18
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Grundlagen

Aufgabe 7

Losen Sie in den nachstehenden Aufgaben die Klammern auf und fassen Sie soweit wie mog-
lich zusammen:

a) (3s + 2t)(4s —3t)(5s — 7t)
py (Ba=2b)5a+2b)  (Ta—3b)(Ta —3b)
25a% — 4b? 49a? + 9b% — 42ab
¢) 8x — (x + ((3x — 2y) — (5x +3y)) —((—x + 6))))
=8% - (% ¢+ 3n-1 “Su=3% 4x-by)

% 8X ex-3K¢2¢ ¢+Sx43y-x46y =8x4449
Lésungshinweis‘: i 3 &

a) 60s3 — 89521 — 23512 + 4213
b)) 1-1=0
c) 8x + 11y

19
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Aufgabe 8 22

Wenden Sie die binomischen Formeln zur Vereinfachung folgender Ausdriicke an:

2 942 — 2p2 - (sq)'-_(@b)"’ {w- !(h-& lb) - -’-«u b
320 —2b  MGa-fe) T-(3a-YTb) T

S2 - t2
252 + 4st + 2¢2 .
c) a’>x* —2ayx?b® + b*y? = (ax®) - 2 q,:‘.ab" + (ab"q': (m‘-xb‘)“
O (VI =D)L= V) = -0Rg -6y e) =-(xy-1] = 1-np
e) 4a+12vab + 9  [= (-1 + (-1 - fig)

i
Lésungshinweis:
3a
a) — +b
'
b) s —t
2(s +1)
c) (axz—ybz)2
d) 1—xy
2
e) (24/a + 3v0)
' .
1! - 1.2 =1
2t (! 1 -1 e
% : >
1 a 446
? a2 4 3
3 A3 314"
4 T4 qga S
S 15404 57

20
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Aufgabe 9

Vereinfachen Sie unter Anwendung der Rechengesetze fiir Wurzeln bzw. Potenzen:
2 lx‘ =|x|
a) v (xy?)

t -
b) 3\/16xy4 V4x?y? -9 =Y

3
51X
©) | 32

d) VVda®x* Va’x

Lésungshinweis:

a) |x|y?
b) 4xy?

3
c) %xﬁ

d) v2a?|x|

21
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[ b) logx = 3(log 250 + log 15 — log 30) \

Aufgabe 10

Berechnen Sie x aus den folgenden Beziehungen:

% _ 4024y s
i @@’ e o e
a) 3-logx =log1024 —log 16

n (42) — 21 allenotiv:
Mix") —2IMX _ ,/n O - Cog 10LY - Boq 16
) In(x + 1) e a.—"(&“)36‘37°;::‘ eoa x = —a—e—s X 0.6...
d) e* = e2* . 50000 "‘6 X = 400.6... =y

. e * =s0000 ()  -x = b So000

6 inwei x == ox -10.82
Lésungshinweis: U Soooo = 8

a) x =4

b) x =5

c) Aussage falsch fiir alle x € R: Keine Losung in R
d) x = —In50000 = x ~ —10,8198

L 4’3%(%):&0} 4&5‘6:th

22
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Aufgabe 11

Gegeben sind die Zahlen
i 1 2 3 45 Y
X 53216 o B T gty
yi 23 4 10 1{.3
= +
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke: Ruaﬁt} "“&" 41t

5 5 5 5 5 5 5
a) D% b ity g ) (v d) (Zx,-)-(Zyi) eJZ(iXiZ(fyf))

i= ' j=1
; .
e.) &; (tx; ( 34 l'p,& sa,-oqa".,sa‘ ))
4142343444 1450
sty
a) Zlexi =17 ( Vr x4 323 14, 45‘;5). Ly
b) Yooy (xi + y1) =27 (+F423 +324014 §.6) 24
) Yi_y xiyi =28 = 51-24 =12y
d) Y5y xi Yoy xi =170

Lésungshinweis:

)
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Aufgabe 12

Schreiben Sie die folgenden Summen unter Verwendung des Summenzeichens:

a) 24+4+6+8+10+ 12 P . 2
1 2 3 4 5 6 7 z‘,:—(:
b) 4+ f - isy ¢4 i
R e i=a izt

) 4+7+10+13+164+ 19422+ 25+ 28
Lésungshinweis:
6
a) » 2i
i=1
L
b
) L
i=1
9

) > (1+3i)
i=1

24
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Aufgabe 13

Gegeben sei der Ausdruck Y "_, a;. Die Indizierung des Ausdrucks soll nun so veréndert wer-
den, dass die untere Summationsgrenze i = k lautet, und trotzdem die gleichen Summanden
addiert werden.

Bsp.t n=§ , k=%
c

Losungshinweis: - ;E; Q; = %,ta, 10,44 o 1as
S #3-1 "
n+k-1 ;[.::.‘ L W Sa,ta taydtaytag
Z dj+1-k X
i=k né -7
Qa;.
itk ktq

25
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4__ A -
Aufgabe 14 e Rl Al e YR CES Y
Berechnen Sie die Summe "
3 a4 " 1 q a
2.8 L (%) — =Lz
P U 'l): . . kZ; (k — Dk Kg"(k-‘l K)
- A 1 -—g = =
= SZtatat u.s: s.c+‘_3$. _ ‘4_‘7:: (k=)
. .S ﬂf’t"’ul‘%ffﬁ,’n‘xt= & T T
Hinweis: (k——l)k = — ] + f ‘k-;
-._"/f =3)
4
Lésungshinweis: t A
v la
s
n =4-:‘;
Z 1
k=2(k—1)k
¥ (;_l)
= k—1 k
|
k=2k_1 k=2k
_ 1+1+1+ . 1 1+1+ . 1 +1
“\1 23 n—1 23 n—1 n
1
=1— =
n

26
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Aufgabe 15

Losen Sie folgende Gleichungen:
a) —5x2+3x+9=0

b) 2x2—4x+10=0
) x24+7x+1225=0

Lésungshinweis:

-3+ v9+180 ( —1,075

a) x1/2

—10 ~ 1,675
4+ 16— 80
b) xj/2 = S — ¢ R (Diskriminante negativ)
-7+ /49—4-12,25 .
C) X1/2 = 5 = —3,5 (nur eine Losung)

27
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Aussagen

Aufgabe 16

Gegeben seien die Aussagen

A: Das Auftragsvolumen im privaten Wohnungsbau steigt
B: Der Hypothekenzins fillt.

Bringen Sie die Aussage B = A verbal auf die Form

a) Wenn ............ ydann ... ...

b) ... folgtaus ............

() I impliziert ............

d ............ ist notwendig fiir ............

€) i ist hinreichend fiir ............
Lésungshinweis:

a) Wenn der Hypothekenzins fillt, dann steigt das Auftragsvolumen im privaten Wohnungsbau

b) Steigendes Auftragsvolumen im privaten Wohnungsbau folgt aus fallendem Hypothekenzins

c) Fallender Hypothekenzins impliziert steigendes Auftragsvolumen im privaten Wohnungsbau

d) Steigendes Auftragsvolumen im privaten Wohnungsbau ist notwendig fiir fallende Hypotheken-
zins

e) Fallende Hypothekenzins sind hinreichend fiir steigende Auftragsvolumen im privaten Woh-
nungsbau

28
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Aufgabe 17

Gegeben sind die Aussagen:

A : Die Lohne steigen.
A, : Die Preise steigen.

Formulieren Sie die Aussagen:

A A = A,
Bi: Ay AN A,
By: A1 A A,
B : A_1 AN A_2
By: A7 Vv A,

Lésungshinweis:
A: ,,Wenn die Lohne steigen, dann steigen die Preise*
B;: ,Die Lohne und die Preise steigen*
B5: ,.Die Lohne steigen, aber die Preise nicht
Bi3: ,,Weder die Lohne noch die Preise steigen*
B4: ,.Die Lohne steigen nicht oder die Preise steigen*
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Aufgabe 18

Gegeben sind die Aussagen aus Aufgabe 17:

Uberpriifen Sie mit Hilfe von Wahrheitstafeln, welche der Aussagen
A= B;,Bi=>A, A< B;, (i =1,2,3,4)
stets (also unabhédngig von den Wahrheitswerten der A; ) wahr sind.

Lésungshinweis:

Tautologien sind: A = B4, By = A,
Bs; = , B4 = A, A & By

30



Aufgabe 17

Gegeben sind die Aussagen:

A; : Die Lohne steigen.
A, : Die Preise steigen.

Formulieren Sie die Aussagen:

A A = A,
Aufgabe 18 g; ii " j—i
By: A A A,
Gegeben sind die Aussagen aus Aufgabe 17: By: A1 vV A,
Uberpriifen Sie mit Hilfe von Wahrheitstafeln, welche der Aussagen
A= B Bi=A. Ao B (i=1234)
stets (also unabhiingig von den Wahrheitswerten der 4; ) wahr sind.
Aq w W f af
Ay w f v f
At A 9IA, w f v W
B.! AjaAL W f ¢ £
B! A4nk, f w f f
Br: A~ A, f f f w
By A, vAr W f W w
A B4 w v f {
A D8, £ w £ §
A DB, f W f (V)
A DBy v = w w ‘lim.tolo%ie.
B, A v w w w Molo&ic.
B, A w 4 W W
B3N A w w w Vv Toutolog e
B,=%A w v w W Tautolo® e
AS) B4 w ) f .f.
PAE S D Kowdraolkiion
AE> 6 w f W
A By w w (W)
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Aufgabe 19

Gegeben seien die Aussagen A, B, deren Negationen mit A, B bezeichnet werden. Zeigen
Sie, dass die verkniipfte Aussage

(AVB)A(AAB) < (AAB)V (B AA)

stets wabhr ist.

Lésungshinweis:

~

~ &
g 8 8 8 - &8 g |=
SRR T - S N

S
>
AN

S N

€ &8 & ~ & & &

Also: Tautologie.

31



2017/18 — Aufgabensammlung - (Seite 32 von 137)

nter

iematik — Wi

g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Al

Aufgabe 20

a) Gegeben sei die Aussage P(x) : , Der Angestellte x einer bestimmten Firma ist mit
seiner Position zufrieden.
Interpretieren Sie die Aussagen

A P(x), vV P(x), A PKX),

M P(x), A P(x), M P(x)

b) Gegeben sei die Aussage A(x) : ,,Die reelle Zahl x erfiillt die Gleichung x* + 1 = 0.
Welche der All- und Existenzaussagen

AAX), A AX), A AX),

VAR,V AX) VAR

sind wahr?

Lésungshinweis:

a) AxP(x): Alle Angestellten einer bestimmen Firma sind mit ihrer Position zufrieden
VxP(x): Mindestens ein Angestellter einer bestimmen Firma ist mit seiner Position zufrieden
Ax P(x): Alle Angestellten einer bestimmen Firma sind mit ihrer Position unzufrieden
Vx P(x): Mindestens ein Angestellter einer bestimmen Firma ist mit seiner Position unzufrieden
AxP(x): Nicht alle Angestellten einer bestimmen Firma sind mit ihrer Position zufrieden

VxP(x): Kein Angestellter einer bestimmen Firma ist mit seiner Position zufrieden

b) A(x) = Vx e Rgilt: x* > 0 = x* 4+ 1 > 0 = A(x) ist immer falsch und A(x) ist immer
wahr.
=

AW A(x): Alle x € R erfiillen x* +1 # 0 (w)
m . Nicht alle x € R erfiillen x* +1 =0 (w)
V. A(x) : Mindestens ein x € Rerfiillt x* +1#£ 0 (w)
m : Keinx e Rerfiilllt x* +1 =0 (w)
Ny A(x): Alle x € Rerfiilllen x* +1 =0 f)

\/, A(x) : Mindestens ein x € Rerfillli x* + 1 =0 (f)
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Aufgabe 21

Fiihren Sie zur Bestédtigung der Aussage

einen direkten Beweis.

Lésungshinweis:

(@a+b)?=4ab = a=b

(a + b)? = 4ab

a’? 4+ 2ab + b? = 4ab
a’> —2ab +b*>=0
(a—b)?=0
a—b=0

a=>hb

LULuy
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Aufgabe 22

Auf einem quadratischen Spielfeld mit 8 x 8 Feldern wurden geometrische Elemente in Form
von kleinen und groBen Quadraten und kleinen Dreiecken folgendermallen angeordnet:

oben

A
v

A
v

unten

AuBerdem sind fiir geometrische Elemente x, y, z auf dem Spielfeld folgende Aussagen definiert:
O(x): ,,X ist ein Quadrat*
K(x): ,.x ist klein“
U(x,y): ,,X liegt unterhalb von y*
V(x,y,z): ,x liegt auf der Verbindungsstrecke der Mittelpunkte von y und z*

Entscheiden und begriinden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind:
RAVAIC)
bV (20 A Kw)
o A (06 = Kw)

(@@ A ow) =V (Vexy) £ 06)

A
d A

X,y

(
9 A [ Q(x) A K(x)) = (/y\ (W:» U(y,x)))}

34



Amf&a.loc. A

AuBerdem sind fiir geometrische Elemente x, y, z auf dem Spielfeld folgende Aussagen definiert:

O(x): ,»X ist ein Quadrat

K(x): L, ist klein“

U(x,y):  ,.x liegt unterhalb von y*

V(x,y,z): ,x liegt auf der Verbindungsstrecke der Mittelpunkte von y und z*

Entscheiden und begriinden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind:
oben

D VoW -
bV (W AKw) -
o A (0= kW)

o A (C@A M)V (Vexy) A 0E)

X,y

9 A [(Q(x)AK(x)) :{@H@%@))} ] ]

&) Mindenlems ener do Objekie vl e Quadeat.  wakr
b) Mirdertens wmen ot Kiein wad keow Quadrat.  walkr

c) T alle Ob&'o..kk. %Fl‘l ¢ Wun o ke Quodeot c'a"/
ist en Klewm waly

d, Wemm wn Paoy von Objek ber ouwn Latrnn
Quadrot wol unen Drueh (Nidht-Quadrat)
bulkht down gibt en e Drecech ounf ole
Vubihalumjsliuic.

(Kwz @ Zwisdhen e Drtghr unol wiamn
Quadirat legt imme e Drviech )  fatsil

e; Fur olle Kiumon Quadvate gill  dam ol ga
! Oejekle daunchs lieqen- e a%u\v

Aufgabe 23

Beweisen Sie die Richtigkeit der folgenden Aussagen:

a) Von 450 Teilnehmern einer Mathematik-Klausur haben 300 Teilnehmer regelmifig die
Ubungen besucht. Insgesamt haben 20 % der Klausurteilnehmer die Klausur nicht be-
standen. Bei den Besuchern der Ubungen betrug die Durchfallquote nur 10 %.

Daraus folgt, dass die Durchfallquote der Teilnehmer der Mathematik-Klausur, die die
Ubungen nicht besucht haben, 40 % betrigt.

b) x +2 Yx =3 = x = 1istdie einzige reelle Losung
)X +x34+x=0 & x=0

a) Nidht bestowden : . 4S0-0.2 = 9o
" , M U\,mba 300.0.1 = 30
150
90-30 = 60
6%/450 =04 _ us hock 3

b, xn.lfx_'ﬂ; > L’JP=3-x «=? 8’a<=(‘&-x)s

Nidd i ub
davow nidd boylawde.:
Auteil :

G 8x = L1 -3-9-x+ S’h{"-x}
& x3-9xT4+385x-27 =0

dosit Kloa : x =1 ot Lsy. du G
Wod. . ube 'ff... : Gibl & wekue Lo.Su.«au..
— Poh,hom IViSion

(x3-9x435x-29) 1 (x-1) = x*-8x42%
—_—

= (x> - x*) L
-8x*+3Sx-2% Dis Kriminank
<
=(-8x*+3x) D=(-8)-4-1-2%
2'33‘ X < 0

- (23x- 23) = Kewne wulue
- Nullslelle

= xz1 at w’n.iku
L’”‘"‘b’
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Lésungshinweis:

a) Es existiert mind. ein Quadrat (w)

b) Es gibt mind. ein kleines Nicht-Quadrat (w)

¢) Alle Nicht-Quadrate sind klein (w)

d) Zwischen jedem Paar aus Quadrat und Dreieck (Nicht-Quadrat) liegt mind. ein Dreieck (Nicht-

Quadrat) (f)

e) Alle nicht-kleinen Elemente liegen unter allen kleinen Quadraten (w)
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Aufgabe 23

Beweisen Sie die Richtigkeit der folgenden Aussagen:

a) Von 450 Teilnehmern einer Mathematik-Klausur haben 300 Teilnehmer regelmiBig die
Ubungen besucht. Insgesamt haben 20 % der Klausurteilnehmer die Klausur nicht be-
standen. Bei den Besuchern der Ubungen betrug die Durchfallquote nur 10 %.

Daraus folgt, dass die Durchfallquote der Teilnehmer der Mathematik-Klausur, die die
Ubungen nicht besucht haben, 40 % betrigt.

b) x+2 Yx =3 = x = listdie einzige reelle Losung
)X +x34x=0 & x=0

Lésungshinweis:

a) Anteil Ubungsverweigerer = 450 — 300 = 150
Anzahl nicht bestanden = 0.2 - 450 = 90
Anzahl durchgefallene Ubungsbesucher = 0.1 - 300 = 30
Damit Anzahl durchgefallene Ubungsverweigerer = 90 — 30 = 60
Also: Durchfallquote der Ubungsverweigerer = 60/150 = 2/5 = 0.4 = 40 %

b) x = 1ist Losung, denn 1 + 23/1 = 3 ist wahr.
Es gibt keine andere reelle Losung, denn falls x # 1, gilt:

x+2Yx=3

&23Yx=3—x

& 8x =3 —x)3

& 27 -2Tx +9x2—x3—8x =0

& x4+ 92 —35x+27=0

& (—x?+9x?=35x +27) /(x — 1) = —x* +8x —27 =0

hat keine reelle Losung, denn Diskriminante D = 82 — 4 .27 < 0.
) x> +x3+x=0

x(x*+x24+1)=0

x =0V x* 4+ x2 41 =0 - keine Losung

= x = 0 - die einzige Losung
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Aufgabe 24

Uberpriifen Sie mit Hilfe vollstindiger Induktion, fiir welche n € N die Aussagen

Ai(n): Xn:i-i!

= n+1D!'—-1
i=1
Ay(n): Y 271 = 2
i=1
As(n): ni/n > n+.4/n
Ag(n) 1 n! > 2"
richtig sind. Dabei gilt n! =1-2-3....-n und analog i! beziehungsweise (n 4+ 1)!.

Lésungshinweis:

Al(n) :

Beh.: Aj(n) : Y j_ i-il=m+1)—1

Ind.-Anfang: Ay (1) : Y}_,i-i!=1-11= (1 4+ 1)! — 1 (wahr)

Zuzg: Ay(n): Y7_qi-il=@m+D'—1 = Ai(n+1):)

Beweis: Y/tlicit=(m+Dn+ D+ X7 i-i!
=m+DE+D'+E+1D! -1
=(m+1+Dr+D!—1
=m+2)n+1)—-1
=n+2)!—1

Az(ﬂ) :

Ind.-Anfang: Ao(1): Y /_, 2071 =20 =1=21—1
Zuzg: Y ' 27l =02n 1 = YrAloiml —ontl g

i=1

Beweis: Y/tloi-1 =y 2i=l 4 on+i-l

=21 —142"
—2.2n—1
:2I‘l+1_1

A3(I’l) .

Ind.-Anf.: Erstes mal wabhr fiir n = 3:
A3(3):3v3~52>3+ /3~ 4,7

Zuzg:.nyn>n+Jn=m+)/n+1>m+1)+/n+1firn >3

37
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Aufgabe 24

Uberpriifen Sie mit Hilfe vollstindiger Induktion, fiir welche n € N die Aussagen
Ai(n): Y i-il = (n+DI-1
i=1
n
Ay(n): Y 271 = 2
i=1

As(n): ni/n > n+.4/n
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Ag(n) : n! > 2"
richtig sind. Dabei gilt n! =1-2-3....-n und analog i! beziehungsweise (n 4+ 1)!.
Ai(n) : ii.i! = (+DI—1
A, : Zii!z 9.40z4 = @s1)l-1
l.=q| hiq
How—ruta t | Aylatr) @ Liil =(ne2)l -1
i=q b
LY 3] 5 a
il = el + (we4) (wea)! 1-(41) !+ (mea)(me)!
=4 =1 YR ERIC
< 76 v
= (nt1)!=1 + (ne1)(wnt1)!
z(nt1)! - (4 +4mta) =1
~ L4 \ 7
= (nt1)! : (mt2) -2
\ ‘%\71—1 oany = (wtz)! -1
D2 " — ]
=1 14 . 4 o ' ,
A L' M= 1297292 274 v
Ui wet 2 NP =1
- =" mes
n—rn+1 A, (1) = 77 = 2 + 2
iz" 1=
= 2'-1 + 2" =2° -1 ="7_4
N Y https://goo.gl/lhvV3hy
) As(n) : ' n > 2"
h=1 aya > 4@ A .
we=y D228 3422l B |n=aa: 4132 B az2: 20320
mE3 3V eSS > uY234yT < | n=31 31323 Y ,zu w6l
omanu] ipliz. | v Abspallen ket
pl [ 4
h=—enta t | (ni1) fwaa N [TEWY YT nrnea s (w+1)l = (n!-(nid)
|>I~¥ . lnsl. vor g lnd . vor o\ -
>R 4 fm gnuﬁ:‘ t (i aﬁ&'—" T > 27 - (n44) a
> 2 = 2
> na 4 _T'M' = i)+ nea' L{
t fin n1>
"> (»33) (n2y)
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Beweis: (n+1)v/n +1 nvn+1+1/n+1
nyn+J/n+1
n+/n+n+1

n+14++/n+1

vV VvV VvV

A4(I’l) :

Ind.-Anf.: Erstes mal wahr fiir n = 4:
As(4):4-3.2-1=24>16=12%

Zuzg:.n!>2" = (n+ 1) > 2" firn > 4

Beweis: m+ D)= +1)-n!>@m+1)-2" >2.2" =21+l
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Aufgabe 25

n verschiedene Punkte einer Ebene sind paarweise durch Strecken verbunden. Dazu wird die
Aussage

(*) A(n) : Die Anzahl der Strecken betrigt % nn-—1)

formuliert.

a) Beweisen Sie graphisch die Aussagen A(2), A(3), A(4).
b) Zeigen Sie mit Hilfe vollstandiger Induktion, dass (*) fiir n = 2 richtig ist.

Lésungshinweis:

a) A2)=322-1)=1

AB)=133-1)=3
A(d) =314(4-1) =6
b) Induktionsanfang siehe Teilaufgabe a)
Beweisidee: Beim Ubergang vom n- zum n + 1-Eck kommen n Verbindungslinien dazu.

Beweis:

Ak + 1) = A(k) + k
=1k(k—1) +k
=1k?—1k +k
= 1k2 + 1k
=1k + Dk

=1k +D((k+1) —1)
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Aufgabe 26

Die Fibonacci-Zahlen sind gemif} der folgenden rekursiven Beziehung gegeben:
Apy1 =a, +ay,—; firn >2 mitag =0unda;, =1
Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion fiir » € N die explizite Darstellung von a,,:
(1+5) - (1-3)’
275

a, =

Lésungshinweis:

Induktionsanfang: Probiere explizite Darstellung fiir n = 0:

(l—i-«/g)o—(l—«/g)o 1—1
205 15

ag =

Induktionsschritt:

dp+1 = dp + aAp—1

(1+v5) = (1-v5)" (1+ ﬁ)n_l -(1- ﬁ)n_l

) V5 i T

= () 28 s (9]
~ gl () e - (1) (225 )]
= g (8 (142 = (13 (1254 )]
= g ()T () = (v ()]

(1 N ﬁ)n+1 B (1 B ﬁ>n+1
m+1./5

40
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Mengen und Relationen

Aufgabe 27

Gegeben sei die Menge M = {x € R4

Teilmenge von M ?

[Hinweis: 0 € R4 ]

Lésungshinweis:

My = {1}
M; =R,
My = {1,3}

Ms = {1} U (10; 00)

M, =10,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

M2={x€]R+
M; ={x e R4
M4={x€R+
Ms ={x e R4
Mg ={x e R} :
M; ={x e Ny :

c x> =1Ax <10}
D x>5vx <10}
x> =9vx=1}
cx<10=>x=1}

x<10vx>10)=x =1}
xZ210=>x=1}

Meg={xeRy : x#10=x =1} = {1,10}

M7 = M,

Teilmengen von M sind M1, M>, M4, M7. Keine Teilmengen von M sind M3, M5, M.

42
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Aufgabe 28

Eine Unternehmung produziert 8 Produkte a;,a», ... ,ag auf drei Maschinen. Dabei werden
die Maschinen folgendermasBen in der Produktion eingesetzt:

die erste Maschine zur Produktion von a1, as, as, as,as
die zweite Maschine zur Produktion von ay, as, a4,de, ay
die dritte Maschine zur Produktion von ay, a4, ae,a7, ag

Geben Sie die Menge aller Produkte, die

a) auf allen drei Maschinen bearbeitet werden miissen,

b) nur auf der ersten Maschine bearbeitet werden,

¢) auf der zweiten und dritten Maschine bearbeitet werden,

d) nicht auf der dritten Maschine bearbeitet werden,

e) auf Maschine 1 und 2 oder auf Maschine 3 bearbeitet werden,

durch geeignete Durchschnitts-, Vereinigungs- und Differenzbildung der Mengen A4, B, C an.
Dabei gilt:

A = {x:x wird auf der ersten Maschine produziert}
B {x : x wird auf der zweiten Maschine produziert}
C = {x:x wird auf der dritten Maschine produziert}

Lésungshinweis:

M=AUBUC

a) {x
b) {x
c) {x
d) {x
e) {x

xeAANxeB AXxeCy=ANBNC ={ay,a4}
cxeAAx¢EB)AxgEC=(A\B)\C ={as,as}

:xeB AxeCy=BNC ={a1,aq,a¢,a7}

:x ¢ C} = Cpy = {az,a3,as}

:xeAAxeB)vxeC}=(AN B) UC ={ay,as3,as,a6,a7,as}
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Aufgabe 29

70 Touristen wurden an einem Urlaubsort befragt, welche der Verkehrsmittel Auto (A), Bahn
(B), Flugzeug (F) sie zur Anreise benutzt haben. Dabei ergaben sich folgende Aussagen:

20 Touristen benutzten (mindestens) das Auto.

30 Touristen benutzten (mindestens) die Bahn.

40 Touristen benutzten (mindestens) das Flugzeug.

16 Touristen benutzten (mindestens) Bahn und Flugzeug.
4 Touristen benutzten (mindestens) Bahn und Auto.

1 Tourist reiste mit Auto, Bahn und Flugzeug an.

12 Touristen reisten nur mit dem Auto.

a) Wie viele Touristen benutzten genau 2 der 3 Verkehrsmittel?

b) Wie viele Touristen benutzten keines der genannten Verkehrsmittel?

Lésungshinweis:

A: Menge aller Touristen, die mindestens das Auto benutzen. Analog B: Bahnbenutzer und F Flug-
zeugbenutzer.

Menge Anzahl der Elemente
A 20
B 30
F 40
BNF 16
BnNnA 4
ANBNF 1
A\(BU F) 12

a) Genau 2 Verkehrsmittel:
[(ANBN\F|+[(ANF\B|+|(BNF)\A| =3+4+15=22
b) Kein Verkehrsmittel: 70 — (22 + 43 + 1) = 4
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Aufgabe 30

Zu den Mengen A = {0,a}, B = {0, {@,b}} bestimme man die Potenzmengen
P(A), P(P(A)), P(B). .
() Aumlmu‘c," : u.kk'l’ulmxﬁ

Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?

WCA,0eA,0CA,{0a}CA,
@c P(A),0e P(A), Ae P(A), {a} C P(A), {0} € P(P(A)),
@eB,dCB,{0byCB,{0d}CB, {{0,b}} € P(B)

Lésungshinweis:

P(A) = {0.{0}. {a}, A}

P(A)] =211 = 4)

P(P(4)) = {
2 {95, {{0}} . {{a}},
{4}, 0.4043,  {0.{a}}, {0. 4},

{0} {a}}. 05,4}, {a} 4}, {0.10}. {a}}
{0.103, 4}, {0.{a}. A}, {{0}.{a}. 4}, P(4)

P(B) = {0,{0}.{9.b}} . B}

45
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Aufgabe 30

Zu den Mengen A = {0,a}, B = {0, {,b}} bestimme man die Potenzmengen
P(4)., P(P(4). P(B). ” .
Ansthme 1 " @ echke Tulmxr

Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?

w £ % §f (falts C & &, comm uokr)
BCA,0e€A,0CA,{0a}C A,

0¥ py. 08 Py, AP ) gP(A), (0} !P(P(A)),
w w £ w w
0eB,0CB, @b C B, (0)C B, {{0.b)) € P(B)

Fa) = { {;:i\}, fo3,{e%{ 3}

2A) = { { foat, {0 31 % 1 1),
{ fo 1,{ e}, { 1},
{ {oa}, { o}, { 13},
{ {oa}, {0 §, { 15,
{ {oa}, {0 3, { =}, 1},
{ {3, { 3},
{ {o 3% L3
{ fonia )
{ {oa}, {1},
{foe}, {9} |
{ {oa}, {0 }, b,
{ {oa} ¥

B = {0.40.b}}

oy = { {0, {161,

i
i

{

{13,017,
{ 1

} ]
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Aufgabe 31
Gegeben seien die Mengen A = {1,2} und B = A U {0} sowie die Relationen von A4 in B

R, ={(a,b) e AxB : a>b}
R,={(ab)e AXB : a+be A}
R;={(a,h)c AxB : a-b>b?

Charakterisieren Sie die Relationen durch Aufzihlen ihrer Elemente.

Lésungshinweis:

A={1,2},B=1{0,1,2}

» Ry ={(1,0),(1,1),(2,0),(2.1),(2,2)}
> Ry, ={(1,0),(1,1),(2.0)}
» Rz ={(1.0),(1,1),(2.0),(2,2), (2, 1)}
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Aufgabe 32

(-3 z 1
. . . ! o
Gegeben seien die Relationen

R, = {(x,y)eR2 : y:x3},
{(x,y)e]Rz: 2—|—y2:1},
Ry = {(x))eR*:yzx=1}.

=

)
Il

=

a) Man stelle die Relationen Rq, R,, R3 sowie die inversen Relationen Ry!, Ry, R;!

graphisch dar.
b) Welche der Relationen R;, R, R3 stellt eine Abbildung dar?
na R, 5t 4%;1&»&

Lésungshinweis:

a)

b) nur R ist Abbildung: Zuordnung y = x3 ist sogar bijektiv (x = )
R; keine Abbildung, denn z.B. (0,1) und (0, — 1) € R,
R3 keine Abbildung, denn z.B. (1,1) und (1,2) € R3

47
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Aufgabe 33

Gegeben seien die Mengen

A = {Fritz, Giinther, Hans, Peter, Paul, Willi}
B = {Doris, Franziska, Gertraud, Maria, Susanne}

von Vornamen, sowie die Abbildung f : A — B mit:

Sei ferner g : B — N eine Abbildung, die jedem Na-
e §men aus B die Anzahl seiner Buchstaben zuordnet.

a) Sind die Abbildungen f. g surjektiv, injektiv, bi-

o ) 1Y
b) Konstruieren Sie - falls moglich - die Abbildungen
3 fogundgo f.

¢) Man gebe die Bildbereiche von {Peter, Paul, Wil-
e " ] s
S li)bzgl figo f

und die Urbildbereiche von {2, 3,4} bzgl. g, go f
o
d) Begriinden Sie, warum f ! nicht existiert.

Lésungshinweis:

b) fog existiert nicht, denn f miisste N — B

abbilden
a) f istsurjektiv, jedes b € B hat Urbild gof
g ist nicht surjektiv, 3 hat z.B. kein Urbild [z \
f und g sind nicht injektiv, denn Giinther
f(Peter) = f(Willi) = Maria
bzw. g(Doris) = g(Maria) = 5 Hans

= Weder f noch g sind bijektiv

Peter
CFie) — )

§888

Paul

o) i
¢) f({Peter, Paul, Willi}) = {Maria, Susanne}

((Peter ) g o f({Peter, Paul, Willi}) = {5,7}
74’ Urbild von {2,3,4}
> bzgl. g: {} (leere Menge)

» bzgl.go f:{}
d) f ist nicht bijektiv
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Aufgabe 34

v Vet . (.:A{ widht .5“—;1’

qcag..'osp. 1:4 ® e
X

) X*-x42=0

Gegeben seien die Abbildungen:

fi:R—->R mit fi(x)=
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*t Diske. 1 4-44120
f:R—R mit fo(x)=x>~1 2w
<1
a) Untersuchen Sie die Abbildungen f;, f> auf Surjektivitit, Injektivitit und Bijektivitit. S m’a‘a‘(

b) Ermitteln Sie gegebenenfalls fio f5, fo0 fi, fi ', f5 ' sowie foo found (f20 f2)7 L.
c¢) Skizzieren Sie den Verlauf der Graphen von f;, f, mit Bleistift und Papier sowie mit R.

Lésungshinweis:

a)

> fiix = xz)fi-l
Gegeben: y € R beliebig
Gesucht: x € R mit fj(x) =y

Dazu: y(x*+1) =x & yx>—x+y =0
1+4/1-4y2

X1/2 = — 35 ==

Fir | —4y> < 0 & y € (—00i—1) U

(%; +o00) gibt es so ein x nicht

= f1 ist nicht surjektiv

» Suche x mit f(x) =1/8
X —
© 2= /8
& x?2-8x+1=0
& xy)p = EVO — 44 /15

b)
3_
> fio falx) = m

3
> o it =24 -1
» f{! existiert nicht
> fz_l(x) =Jx+1
> fro folx) = (x* =171

)’ (o o) lx) = VIx+1+1
C

x = seq(from=-4, to=4, by=0.1)
f1 = function(x) { x/(x"2 + 1) }
f2 = function(x) { x°3 - 1 }

= f1 ist nicht injektiv curve(f1l, from = -3, to = 3)
= f1 ist nicht bijektiv curve(f2, from = -2, to = 2)
> frix—>x3—1 o
y=x3-1l&x=3Yy+1
= f, ist surjektiv
O 1
Annahme: x1 # x2 mit f2(x1) = f(x2) =
3 _ 3 =
=>x13—13—x2—1 £ -
= X] = X5 b
= X1 = X2
o NI
= f> ist injektiv l
= f ist bijektiv
T T T T T
-4 -2 0 2 4
X
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Folgen

Aufgabe 35

Geben Sie die rekursiv definierten Folgen (a,) und (b,) mit

— : 1
an+1'—'n +_1an mit (a0'— 5)

bus1 = Vbu mit (b = 2)

in expliziter Form an.

Definieren Sie auch eine R-Funktion fiir jede der beiden Folgen und generieren Sie jeweils
eine Wertetabelle.

[Hinweis: Die R-Funktion fiir die Fakultit n! heiit factorial (n)]

Lésungshinweis:

2n—1

n!

1—n
an N bn - 22

a.n = function(n) {2~ (n-1)/(factorial(n))}
b.n = function(n) {2~(2~(1-n))}

n=0:15

data.frame(n, a=a.n(n), b=b.n(n))

#i#t n a b
#t 1 0 0,500000000000 4,0000
## 2 1 1,000000000000 2,0000
## 3 2 1,000000000000 1,4142
##t 4 3 0,666666666667 1,1892
## 5 4 0,333333333333 1,0905
##t 6 5 0,133333333333 1,0443
#t 7 6 0,044444444444 1,0219
## 8 7 0,012698412698 1,0109
## 9O 8 0,003174603175 1,0054
## 10 9 0,000705467372 1,0027
## 11 10 0,000141093474 1,0014
## 12 11 0,000025653359 1,0007
## 13 12 0,000004275560 1,0003
## 14 13 0,000000657778 1,0002
## 15 14 0,000000093968 1,0001
## 16 15 0,000000012529 1,0000
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Aufgabe 36

Berechnen Sie fiir die Folgen (ay), (b,), (cn), (dy), (e,) mit n € N und

—_1\ (" 2 2 1
1—|—n2+4ri'« V(=)
" =00
_n_ 1
cn = (=1)" (l)nJr1 (L)E d :ﬂ e :M
" 2 "211 T n+n+1 T (24 n)
" =v0o
die Grenzwerte. " 1 o

Definieren Sie auch eine R-Funktion fiir jede der Folgen, generieren Sie jeweils eine Werteta-
belle und zeichnen Sie die Graphen der Folgen mit R an.

[Hinweis: Die R-Funktion fiir den Binomialkoeffizienten (Z) heiBt choose(n, k)]

Lésungshinweis:

an: Kein Grenzwert; Hiaufungspunkte: :I:ﬁ
byn: Kein Grenzwert; lim b, — oo ¢ R
n—>oo
Ccp: lim ¢, =0
n—oo

dy: lim d, = —1

n—o00

ey: lim e, =3
n—>o0

# Skizze mit R

n = c(1:10, 30, 40, 50, 100, 1000, 1000000)

an = function(n) { ( (-1)"n * choose(n, 3) + (n+3)"2 ) / (1 + n~2 + 4*n~3) }
bn = function(n) { (2/n - 1/n"3) / (sqrt(n)*(3/n"2 - 4/n~4))}

cn = function(n) { (-1)"n * 0.5~ (n/(n+1)) * (n/(n~2+1))~(1/2) }

dn = function(n) { (sqrt(n) - n) / (sqrt(n) + n + 1)}

en = function(n) { (3*n*sqrt(n) - 1/n) / (ax(2+sqrt(n)))

data.frame(n, an(n), bn(n), cn(n), dn(n), en(n))

#it n a b ® d e
## 12,6667 -1,0000 -0,5000 00,0000 0,6667
(sl 2 0,6757 1,2374 0,3984 -0,1327 1,1694
#i# 3 0,2966 1,2802 -0,3257 -0,2212 1,3625
#i# 4 0,1941 1,4091 0,2786 -0,2857 1,4844
## 50,1027 1,5432 -0,2461 -0,3356 1,5741
## 6 0,1121 1,6722 0,2223 -0,3757 1,6453
iz 7 0,0457 1,7947 -0,2040 -0,4090 1,7041
#it 8 0,0838 1,9107 0,1895 -0,4372 1,7541
#i# 9 0,0200 2,0209 -0,1775 -0,4615 1,7975
## 10 0,0705 2,1260 0,1676 -0,4828 1,8358
## 30 0,0473 3,6549 0,0933 -0,6723 2,1974
## 40 0,0455 4,2186 0,0804 -0,7116 2,2792
#i#t 50 0,0446 4,7156 0,0717 -0,7392 2,3385
#i# 100 0,0430 6,6672 0,0503 -0,8108 2,5000
## 1000 0,0418 21,0819 0,0158 -0,9378 2,8215

## 1000000 0,0417 666,6667 00,0005 -0,9980 2,9940
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Aufgabe 37

a) Uberpriifen Sie die Reihen (7,,),(s,).(Zx),(u,) mit

n 3i+1 n

2i "
rp = —_—, Sy = _— I, =
" ; 5i+21" " ; 5i-17 "

auf ihre Konvergenz.

b) Berechnen Sie den Grenzwert lim (s;,).
n—-oo

Lésungshinweis:

n 2[ n
a) » 1y = = a;.
) " Zl 5i +21 ; :
Da a; keine Nullfolge = r, konvergiert nicht.

Das ist eine geometrische Reihe mitg < 1 = s, konvergiert.
n 9 i
~n=2(3)-
' . E- 5 . . . . .
Das ist eine geometrische Reihe mit ¢ > 1 = ¢, divergiert.

n
a
> U, = Zai = lim k1l _ o = u, konvergiert.
= k—oo | ag
b) lim s, = 9- lim 1=G6r ) =225
n—00 n—o0o ] — §
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T @(akiy) - ukTrekaL Koo 041 ('M:u.; 1o +10-3] > 43000
J%duli' S
= uy, ist Konves qewt @ (m)[Sotn] >2600 GF4 |,
Aufgabe 38 &) wr+51,.-1550 > 0 B };th

Eine Schitzung der gesamten Ol- und Gasreserven im norwegischen Festlandsockel zu Be- T 1 31.0‘}
ginn des Jahres 2003 betrug 13 Milliarden Tonnen. Die Forderung im selben Jahr lag bei 250 h%’ = % (" S1 t Js“ +4-25%0 ) = ( )

Millionen Tonnen.

a) Wann sind die Reserven erschopft, wenn die Forderung auf demselben Niveau wie im Die. Renvrven "dvd‘\hn racle noch
Jahr 2003 fortgesetzt wird? " I -

b) Nehmen Sie an, dass die Forderung jedes Jahr um 2% im Vergleich zum vorangegange- {M. ahr 20034 731 = 1'0.3"’
nen Jahr reduziert wird, beginnend im Jahr 2004. Lu Beginm den alwn 035 sinak
Wie lange werden die Reserven in diesem Fall reichen? *it, %UV‘M USJQ.."{‘ i

¢) Wie édndert sich die Situation, wenn die jihrliche Foérderung um jeweils 10 Millionen
Tonnen gegeniiber dem Vorjahr steigt, beginnend im Jahr 2004.

Wie lange werden die Reserven in diesemfail'l‘ri&gsn%]
i enge Fordu weihge
n Iq.kr im ’Aah-

0 1003 250 150
1 2004 150410 250 +(250+10)
2 L00S 250+ 210 250 + (250 +10) + (2504 2- o)
10 2013 250+ 10-10 250+ (2504 1-10) +---4 (2504 10-40)
= (4041)°2% + 40-(414 -4 10)
\.—v—l‘,
(at10) - 5~
=(1044)-[2604 40 2]
" W03t iS04 n-10 (nee) - [1.50 t410 3‘,-;]
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Aufgabe 38

Eine Schitzung der gesamten Ol- und Gasreserven im norwegischen Festlandsockel zu Be-
ginn des Jahres 2003 betrug 13 Milliarden Tonnen. Die Forderung im selben Jahr lag bei 250
Millionen Tonnen.

a) Wann sind die Reserven erschopft, wenn die Forderung auf demselben Niveau wie im
Jahr 2003 fortgesetzt wird?

b) Nehmen Sie an, dass die Forderung jedes Jahr um 2% im Vergleich zum vorangegange-
nen Jahr reduziert wird, beginnend im Jahr 2004.

Wie lange werden die Reserven in diesem Fall reichen?
¢) Wie dndert sich die Situation, wenn die jdhrliche Forderung um jeweils 10 Millionen
Tonnen gegeniiber dem Vorjahr steigt, beginnend im Jahr 2004.

Wie lange werden die Reserven in diesem Fall reichen?

Lésungshinweis:

a) Reserven in Abhéngigkeit der Zeit

t : [2003; 00)
13-10° — 250 - 106(+ —2002) = 0
=t = 2054
b) Gesamt geforderte Menge bis zum n-ten Jahr nach 2003:

n
> 250105 0,98’
i=0
Damit gilt fiir den Zeitpunkt 7, bis zu dem die Reserven maximal geniigen:

n .

> 250-10°-0.98" < 13-10°

i=0
n .

= ) 098 <52
i=0

1 —0,98"+11 <5
1-098 —

— 1-0,98""1 < 1,04

Und das gilt fiir alle n. Die Reserven wiirden in diesem Fall unendlich lang reichen.
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Alternative Losung: Grenzwert der insgesamt geférderten Menge:

- p . 61 —0,98" 1
. i _ . . ’
lim § 0:250 10°-0.98" = lim 250-10°——o=o—
1=
¢ 1-0
=250 106 ———
1-0,98

=12,5-10° < 13-10°

¢) Reserven 2003
1300 — (251 + 25+ (% +n)] =0
& n o~ 31,03
= Nach dem Jahr 2034 sind die Vorrate erschopft
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Aufgabe 39

Fiir welche k € N konvergieren die Folgen (a,), (b,), (¢,) mit

3(n'%—1)

_ S\ 1) —1 2 9
n = ZrnF ;

by = a,", ¢ = a,

Geben Sie gegebenenfalls die entsprechenden Grenzwerte an.

Lésungshinweis:

a) k=10: 3
k>10: (Hochste Zihlerpotenz ist kleiner als hochste Nennerpotenz= Grenzwert=0)
k<10: oo (Hochste Zihlerpotenz ist grofer als hochste Nennerpotenz=>Folge ist divergent)

b) k=10: %
k<10: Grenzwert=0
k>10: Folge ist divergent

c) k=10: 2
k<10: Folge ist divergent
k>10: Grenzwert=0
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Aufgabe 40

Zeigen Sie, dass die Reihe (s,) mit

konvergiert.

[Hinweis: Benutzen Sie das Ergebnis von Aufgabe 14, um die Summanden von s, abzuschdit-
zen|

Lésungshinweis:

Gesebene Reihe: Zl B L B SR

€gebene Keine: 2 2— 2.2 3.3 4.4 n-n
Reih Afb14Z - b =1
eihe aus Aufgabe .- (k—l) 2.1 2.3 ' 3.4 n-(n—1) n

Damit ergibt sich:

i=1 k=2
1 1. 4 v
—* L*”" —— L 4 — — 0"* —
2@ 2 w* s 1+ 21 t* + m* h(w-1)
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Aufgabe 41

Uberpriifen Sie mit Hilfe des Quotientenkriteriums, fiir welche @ € R die Reihen (r,,),(s,)
mit

n (Cl _ 1)1

=0

konvergieren.

Lésungshinweis:

a) a€ (—oo;—1) U (1;+00)
b) a€ (0;2)
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ReelleFunktionen

Aufgabe 42

Gegeben sind die Funktionen f;, f> von einer reellen Variablen mit

4x + 1 x4 —3x3 4+ 2x2

A =57 Al =——

Beantworten Sie die folgenden Teilaufgaben ohne Differentialrechnung:

a) Fiir welche x € R sind die Funktionen f;, f, definiert?

b) Zerlegen Sie f; additiv in ein Polynom und eine echt-gebrochen-rationale Funktion und
zeigen Sie damit, dass f; fiir x > % streng monoton féllt.

c) Zeigen Sie, dass f, fiir alle x > 2 streng monoton wichst.

d) Zeigen Sie, dass weder f; noch f; eine globale Extremalstelle besitzt.

Lésungshinweis:

a) Dy =R\ {%}’ Dy, = R\{1}
b) Polynomdivision mit Rest: ( dx + 1) N (2x _ 1) —24

a2 o
3
Damit 1< <x=>0<2 1 <2 1 = > !
amit: — < x X X1 — X2 —
> 1< X2 1 2 2x1— 1 2xp—1
=2+ >2+ = fi(x1) > f1(x2)
2x1 — 1 2x5 — 1

Also: fi str. monoton fallend fiir x > 3

5-
o ( x*=3x3+2x%)+ (x—1) =x3—2x?
—X7 +X
—2x3 4+ 2x2
2x3 —2x2

0
d) 2<x1<x2=> (xf<x§und(x1—2)<(x2—2))

= x7(x1 —2) < x3(x2 =2) = fa(x1) < fa(x2)
Also: f str. mon. steigend fiir x > 2.
e) lim f1(x) = —o0,
X2

Jm ) = oo,

59



also keine globale Nullstellen

(2€1 uoA 09 8pes) - Bunjwwesusqebiny — 81//102

IPJUIM — 1)

AWM — B

60

1y 9INyosyooH — Jebiaqyosiy uejels °iq‘joid



2017/18 — Aufgabensammlung - (Seite 61 von 137)

nter

iematik — Wi

g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Al

Aufgabe 43

Gegeben ist die Funktion f mit

f@ =&+ D1 - Va).

a) Fiir welche x € R ist f definiert?
b) Zeigen Sie ohne Differentialrechnung, dass f fiir x = 1 minimal und fiir x = 0 maxi-
mal wird.

Lésungshinweis:
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Aufgabe 44

Bei der Produktion eines Gutes wirken sich die mit steigenden Stiickzahlen gewonnenen Pro-
duktionserfahrungen kostensenkend aus. Die fiir eine Mengeneinheit (ME) des Produkts anfal-
lenden Stiickkosten k (in €/ME) hingen von der Gesamtproduktionsmenge x folgendermalen
ab:

k(x)=a .xb mit a,beR,x>1

Es wird nun folgendes beobachtet:

1. Die erste produzierte Einheit verursacht Kosten in Hohe von 160 €.

2. Verdoppelt man die Produktionsmenge ausgehend von einer beliebigen Stiickzahl, so
sinken die Stiickkosten um 20% gegeniiber dem Wert vor der Stiickzahlverdoppelung.

a) Bestimmen Sie die Parameter a und b der Funktion k.
b) Wie hoch muf} die Gesamtproduktionsmenge sein, damit die gesamten Produktionskos-
ten 80.000 € betragen?

Lésungshinweis:

a) Aus 1. folgt:
k(h)=160=a-1>=a = a=160

aus 2. folgt:

n0.8
k(2) =08-k(1) =0,8-160 = 160-2° = b=‘1‘2
n

~ —0,321

b) 8000 = K(x) = k(x)-x = 160 - xP*1
n0,8 In(2:0.8) In0,8

= 500 =x!Th2 =x m2 = x =500nL6 &~ 95578
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Aufgabe 45

Untersuchen Sie die Funktion f : R — R mit

auf Stetigkeit.

fx) =

2x
x+3
3

(x+2)2-2

In (ex+2)

63
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Aufgabe 46

Fiir welche Konstanten a, b € R ist die Funktion f : R — R mit
a-e-|x| fir x>-—1
fx) = x|

b or fuir x < —1
-e

fiir alle x € R stetig?

Lésungshinweis:

f stetigbei x = —1
= limy 2y f(x) = lime\ 1 f(x) = f(=1)

| — 1]
b-el

:a.e.l_]l

1
—= E=aoderab=l.
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Differentialrechnung

Aufgabe 47

Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionsterme fiir die Funktionen

fi: D —>R mit

a) fi(x) = 4x3 + 6x2

b) fo(x) = 10e* + 4x2°
©) f3(x) = (x +2)x

d) fa(x) = (x> +x3) e
e) fs(x) =x%e*Inx

Lésungshinweis:

a) f{(x)=12x%+ 12x

b) f)(x) = 10e* + 10x!>

c) f3(x)=2x+2

d) fi(x) =e" x (24 4x + x?)

e) fi(x)=¢"-x(2+x)Inx+1)

65
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Aufgabe 48

Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionsterme fiir Funktionen

gi:D—-R mit DCR:

4x2 10e* + 4x2>
- d L
a) g1(x) Inx ) ga(x) «/)_C
10e* x+2
b) g2(x) = N e) gs(x) = =
4x3 + 6x2 x2 4+ x3

c) g3(x) = ) gs(x) = Tox

Inx

Lésungshinweis:

4x(2Inx —1)

In? x
b) g5h(x) = 10€* (x_o'5 - O.Sx_l's)
(12x2 4 12x) Inx — 4x? — 6x

a) gi(x) =

) g5(x) = 2
d) g4(x) = [10e* - x5 4 4x?]" = 10e* (x5 — 0.5x717) +8x
siehe b)
e) g5(x) = [x2 + 2x]/ =2x+2
f) gg(x) =e* - x (24 4x + x?) siehe 47, d)
66
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Aufgabe 49

Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionsterme fiir Funktionen

hi:D —-RmitD eR :

a) hi(x) = (4x +1)°

b) hy(x) = Bx~ 1 +2)72
) hi(x) = e2x>+3x72

d) hs(x) = In (¥/x)

e) hs(x) = Vax2—1

L[ 16x101

Jx2

) he(x) =

Lésungshinweis:

a) hj(x) =5-(4x + 1)*-4=20(4x + 1)*
b) hy(x) =-2-Bx71+2)73.3.(-1)-x2 = xi (3x~!142)73

c) hy(x) = 22372 4y — 6x73)
d) hy(x) = 5 (nx) = 5%
e) hy(x) = 1. (4x2—1)"3.8x = 2x - (4x2 - 1)73
f) Definitionsbereich Dy, = (0; 00)

. 16x101

Jx2

Damit: hj(x) = ( ) =2 (x?%)" = 2.25x2% = 50x2
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Aufgabe 50

Bestimmen Sie die 1. Ableitungen folgender Funktionen

2

a) fa(x) = 211

b) fo(x) = (x = D(x —2)(x —3)
¢) fe(x) =+/x2+1

d) fa(x) = 7
e) fe(x) =x*

1 X
0 = (1+1)

(Hinweis zu Teilaufgabe e) und f): Logarithmieren und differenzieren Sie beide Seiten der
Funktionsgleichung.)

+e ™

Lésungshinweis:
2x(x? +1) —x2-2x 2x
4 = =
W) Jal¥) == (2 +1)2
alternativ (ohne Quotientenregel):
/ 2x
Ty — —2y-17 _ _ —2y=2 . (_ny—3) _
i) =[0 4227 =427 (27 =

b) f(x) =[(x—D(x—=2)(x =3)) = [x*—6x? + 11x — 6] = 3x% — 12x + 11
O Sl =32+ 1722 =
d flx)=—1-(1+e*) 2. e ¥ (1) =
e) [In (fe(X))]/ = [In ()]’

- fo(x) =[x - In(x))

fe( )
fo(x)
AT
& fe/(x) =x* - (In(x) + 1)

f( A= [x'“’(”%)]/

ff(x)—1-1n(1+l)+x- L ()
e x 14X
X

<:>ff/(x)=(1+%)x-(ln(l+%)—xil)

1
=1-In(x)+x-—
X
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Aufgabe 51

Gegeben ist die Preis-Absatz-Funktion
p:Ry >R, mit p(x) =20—2x.

Dabei steht x € R fiir die nachgefragte Menge und p € R, fiir den Preis. Bestimmen Sie
die Preiselastizitdt der Nachfrage an der Stelle p; = 5.

Lésungshinweis:
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Aufgabe 52

Bestimmen Sie fiir die folgenden Preis-Absatz-Funktionen p; : R; — R jeweils die Elasti-
zitit des Preises in Abhiingigkeit von der Nachfrage:

1

a) pi(x) = X

b) pa(x) =e™*

&) pa(x) = —In ()
2

d) pa(x) = )

1
e) ps(x) = pr mitn € N

Lésungshinweis:
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Aufgabe 52 Aufgabe 53

Bestimmen Sie fiir die folgenden Preis-Absatz-Funktionen p; : R, — R jeweils die Elasti- Gegeben sind die reellen Funktionen f1, f5, f3 : R — R mit:

zitit des Preises in Abhédngigkeit von der Nachfrage:
filx) = Va2 +1

a)p1(x)=% A0 = {\/x2+x+l fir x>0
b) pa(x) =e™* by fir x <0
c) p3(x)=—In (%) A = { xj_—l 2x +2 f?r xz1

e fir x <1
d) pa(x) = =

1] -t a) Fiir welche x € R sind die Funktionen differenzierbar?
e) ps(x) = o mitn € N P g(x] =X b) Berechnen Sie‘gegeberécznfalls die Diff;rentialqu::}enten.
. ‘ .

) ne R (:(,‘) = ax (xtea) e o x_(x"u). - 1x

e) ap(x) = -éL- X = -.—“—x:.“—o x‘ S =h- % B ~-Wn = ¥t (3.(‘t*4)% + ‘1-’ (xt‘*).%

L 3x* 4+ 3x2 4+ x* i 4x* + 3x2
x2 41 x2 41

_1
fx) =32V +1+x3 - (x2+1) 2-2x

N =
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Aufgabe 53

Gegeben sind die reellen Funktionen f1, f>, f3 : R — R mit:

fix) = x3V/x2+1

) = Vx2+x4+1 fir x=0
2 N X fir x <0
x2—=2x+2 fir x=>1

x) = =
f3(x) { e*1 fir x <1

a) Fiir welche x € R sind die Funktionen differenzierbar?
b) Berechnen Sie gegebenenfalls die Differentialquotienten.

Lésungshinweis:

fi(x) = x3 - V/x2 +1 ist differenzierbar Vx € R, da Komposition elementarer differenzierbarer
Funktionen.

_ 3x4 + 3x2 4+ x4 _ 4x% + 3x2
x2+1 x2+1

1 1
fl(x) = 3x2 x2+1+x3‘§(x2+1) 2. 2x

Vx24x+1 fir x=0

X fir x <0 ist stetig differenzierbar fiir x # 0

o) = {

L2 4 x+1)72-2x+1) fir x>0

N ist stetig differenzierbar fiir x # 0
1 fir x <

= f(x) = §

Noch zu betrachten: x = 0. Fiir Differenzierbarkeit ist Stetigkeit von f» Voraussetzung:
lim f>(x) =0

j}izr; H) = m _ = f>(x)ist nicht stetig fiir x = 0

= f>(x) ist nicht differenzierbar fiir x = 0

Analoge Uberlegung bei f3(x) fiihrt zu stetiger Differenzierbarkeit fiir x # 1

2x —2 fir x>1

/ —
= f3(0) = el fir x <1
li}n f3(x) =el™! = 1
. . . _ x 1 . . .. _
Zur Stetigkeit bei x = 1 lim f3(x) =12—2-1+2 = 1 = f3(x)ist stetig fiir x = 1
xN\(1
lim f(x) =e'™! = 1
Diff.barkeit : */"} = f3(x)ist nicht diff.bar fir x =1

lim f{(x)=2-1-2 = 0
lim f{(x)
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Aufgabe 54

Eine quaderformige Kiste, deren oberes Ende geoffnet ist, soll aus einem quadratischen Blech
mit der Seitenlidnge a hergestellt werden. Dazu werden an den 4 Ecken des Blechs jeweils
gleich grofle Quadrate mit Seitenlidnge x ausgestanzt und die so entstandenen 4 Seitenrecht-
ecke hochgeklappt um die Kiste zu formen. Wie gro3 muss x sein, so dass das Volumen der
entstandenen Kiste maximal wird?

Lésungshinweis:

Fiir das Volumen in Abhéngigkeit von x ergibt sicI{: |
x L
V(x) = (@ —2x)2 - x = a’x — 4avf + 4x> o

Zum Maximieren bildet man die erste und zweite Ableitung: x=2,a=5

V'(x) =a*—8ax + 12x%> und V"(x) = —8a + 24x x

Nullstelle der ersten Ableitung:

| optimal:
xip =3 (84 + Voaa> — 480%) | 1
1/2
=d - .
§l/6 .30.01-'!‘%3""“ <o x=5/6.a=>5
%

Damit ist x = ¢ optimal, denn V"(%) < 0.

f(x)
0.2 4
0.1
0 > X
—0.1
—0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Aufgabe 55

Ein zylinderfomiger Olbehilter soll einen Liter Fliissigkeit fassen. Der Behilter ist oben und
unten komplett geschlossen. Wie miissen Hohe und Radius dimensioniert sein, so dass mog-

2017/18 — Aufgabensammlung - (Seite 73 von 137)

nter

iematik — Wi

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Al

lichst wenig Material verbraucht wird?

Lésungshinweis:

Mit r fiir den Radius des Deckels und 4 fiir die Hohe der Dose ergibt @
sich fiir das Volumen
5 1
rem

Als Materialbedarf in Abhéngigkeit von r ergibt sich durch Einsetzen
der Volumennebenbedingung: ou-"d ) Boﬂ.s.vs

M(r) =2rmh +2r’n = —i— 27 r?
Mit der Nullstelle der Ableitung Lr Monlel '“"‘0

i el

/ 3
M(I) ——+47TI—O = r =
27‘[

hat man ein Minimum der Materialmenge gefunden, denn die zweite Ableitung
" 4
M7(x) = = +4n
r

ist fiir alle r > 0O positiv. Damit ergibt sich fiir die optimale Dose in Dezimeter (dm)

5/ 1 1 5[4
r = —=0,542dm und h=— = —= 1,084dm.
27 r2m b1

4
h=om MU, hW) = el t2rtT
A L 8
N R
= 'l::'ﬂ' l"w*
= e
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Aufgabe 56

Die kumulierte Nachfrage y nach Videorecordern in Abhingigkeit der Zeit # = 1 wird durch
die sogenannte Gompertz-Funktionsgleichung

y(t) = 107 ¢=50:5)
prognostiziert.

a) Skizzieren Sie die Funktion und geben Sie eine Interpretation.
b) Berechnen Sie die Séttigungsgrenze tlim ().
—>00

c) Zeigen Sie, dass die Anderungsrate der Nachfrage fiir alle # > 1 positiv und monoton
fallend ist.
d) Zeigen Sie auch, dass die Nachfrage fiir # = 3 elastisch und fiir # = 4 unelastisch ist.

Lésungshinweis:

a)
y(1)

0,8-107

0,6-107

0.4-107

0,2-107

> [

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t —5. 1 1)}
b) lim y(t) = lim 107 -e=5(})" = 107. ¢ >m.G) _ 197 =50 _ 17
—>00 t—>00

c)

, 107 6= . (=5. (L) .1n L
ywo _ 7 ( (2) nz):+5-(%)t.1n2>o

@OZ50 T ey

= 0y (t) ist monoton fallend, denn (%)t ist monoton fallend.

d)ey(t)=t-0y(t)=1-5-In2- (%)t
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Aufgabe 56

Die kumulierte Nachfrage y nach Videorecordern in Abhéngigkeit der Zeit t = 1 wird durch
die sogenannte Gompertz-Funktionsgleichung

Y1) = 107 ¢
prognostiziert.

a) Skizzieren Sie die Funktion und geben Sie eine Interpretation.
b) Berechnen Sie die Sittigungsgrenze tlim y(1).
—00

c) Zeigen Sie, dass die Anderungsrate der Nachfrage fiir alle > 1 positiv und monoton

fallend ist.
d) Zeigen Sie auch, dass die Nachfrage fiir t = 3 elastisch und fiir # = 4 unelastisch ist.
%=
by Cum 10%. 5" (31.) = 40%. °= 10%.4 = 10 T2
t—» 00 - Y R
6 gy ln = 4= B 'l'S' ) - (%))
St § ooty
= S-(2): (15)‘ =5.t)- L.t
= L
20 20,

Fu =S- ) - 1 ) () co D Aude
Y’ ist o Won.
>0 IpPs fall

_ -t
d) £4() =8 -t = 5. t.()-2
Py 2 1 I.gpsg(.)gs
% . 215 184
T 320 1.73
| 425 1583
1 530 1.30
19 . 6 40 0.87
N, 7 45 0.69
8 50 054
+ ' ' y 9100 0.03
T 3 Y
] -i ct
gl = 5-ta() 7w i)
= .-t
=7 S5t [-6@)t +4)
——— a1y 3
20 ' i + —r

€ treved-------
T

- 02)- ¢ -t 130 (N

t= mx«.w

Beresth 1&t&3:

E(1)2>1 ,E(3)>1

wed € slugl slieng monolow vom 444& a4y
wol & fallf Sdog wom.  {S {>4d
= £ Komam midhi &1 wede

=y ot eloatisd (o 1£t£)

(TN t24:

E(W) 1 wak € fallt sla. man fi= L2y
=y ot weelosdish {w 424,
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Damit ist £,(3) = 3-5-12- (1)* ~ 1,299 und £, (4) = 4-5-1n2- (1)* ~ 0,866.

1
2

1 t
AuBerdem gilt fiir die Ableitung: €),(r) = 5-In2- (E) (1 =11n2) =5In%2 (%)t (5 —1)

\‘f—-/
immer >0

ﬁ ~ 1,44, damit ist 8;, (t) > 0 (streng monoton steigend) fiir t < 1,44 und 83, (t) < 0 (streng monoton
fallend) fiir # > 1,44. Damit gilt, da e, (1) ~ 1,7 > 1und &, (¢) fiir 1 < < 1,44 steigt, dann bis t = 3
fallt mit &y, (3) ~ 1,299 > 1, dass y(¢) im Bereich von 1 = ¢ = 3 elastisch sein muss.

Andererseits ist £, (4) ~ 0,866 < 1 und &y, (¢) fallt fiir # > 4. Damit ist y(¢) unelastisch fiir t > 4.
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Aufgabe 57

Fiir eine Einproduktunternehmung wurden in Abhéngigkeit des Produktionsniveaus x > 0
die Kosten durch c¢(x) = 6x + 40 und die Preis-Absatz-Beziehung gemifl p(x) = 30 — 2x
geschitzt.

a) Geben Sie die Gewinnfunktion g mit g(x) = x - p(x) — ¢(x) an und untersuchen Sie
diese Funktion auf Monotonie und Konvexitit.
b) Berechnen Sie den Bereich positiver Gewinne sowie das gewinnmaximale Produktions-

niveau.
¢) Bestimmen Sie das Produktionsniveau mit maximalem Stﬁclég‘ewinn. )
° SG ) = Sx—s = plx .
= )
Losungshinweis: 30-2x -6- <
S Y- -42
®
Allgemein gilt: ) - - - - b
g g SC\:‘L*‘!O.xLSO &) X ""Hf‘_"
» Das Produktionsniveau ist nicht negativ: x = 0 SG" = -80 x-b - sﬁuz
» Fiir die Kosten gilt: ¢(x) = 6x + 40 SQ“L w40
» Fiir den Preis gilt: p(x) = 30 — 2x = Max.bu

o =y, y32
a) g(x) =x- p(x) —c(x) = x - (30 — 2x) — (6x + 40) = —2x2 + 24x — 40
> (0 fiirx <6 str. mon. steigend

/ _ — _
= g (x) = —4x +24 = 4(6 —x) { <0 fiirx > 6 str. mon. fallend

= ¢"(x) = —4 = g(x) konkav V x > 0

b) g(x) =06 x1/=+6£+/36-20=6+4= % 120
= wegen str. Konkavitit: g(x) > 0 fiir 2 < x < 10.
Maximaler Gewinn: g’(x) =0 < x = 6und g’ (x) = -4 <0
= g(6)=—-2-62+24-6—40 = —72 4 144 — 40 = 32
c¢) Fiir den Stiickgewinn gilt: h(x) = g(x)/x = —2x + 24 —40/x
Damit: 1/ (x) = =2 + %. Extremum bei x wenn /’(x) = 0, also
—2440x72=0 & x =£V20~ 45
h'(x) =-2- i—g = —80x~3 < 0 (fiir x > 0), also streng konkav. Damit ist #(+/20) ~ 6,1
globales Stiickgewinnmaximum.
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Aufgabe 58

Untersuchen Sie die Funktion f : R — R mit

S A
fx) = 5 (e—%.(x—l)—l)

-& —
auf Monotonie und Konvexitit. ¥ (X)=S- (C t,' (-%) =1 +e v.Q )

“ +9- &
Bestimmen Sie auBerdem alle Extremalstellen und Wendepunkte und skizzieren Sie den Ver-
lauf der Funktion fiir x = 0. =s.€ % (- %xt%hn)
=5 R (3-x)

Lésungshinweis:

f(x) = %e_§(3 — x). Damitist f/(x) > 0 (f str. mon. steigend) fiir x < 3 und
f'(x) < 0 (f str. mon. fallend) fiir x > 3. Also ist x = 3 ein globales Maximum mit
fB)=5(1"-2-1)~-277.

f(x) = %e_%(x —5). Damit ist f”(x) > 0 (f streng konvex) fiir x > 5und f”(x) < 0 (f streng
konkav) fiir x < 5

Wertetabelle S E? ) 1 2 3 4 5 6 7 8
x o fx) o
0 -10
15 ~2.76

s L —
2 316 T~
3 277 . RV R Y
5 336 - Jr=siE == =)
— o0 -5
~10
77


ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Highlight

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen

ste
Pen


2017/18 — Aufgabensammlung - (Seite 78 von 137)

nter

iematik — Wi

g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Al

Aufgabe 59

Gegeben sei die Funktion f : R — R mit
fx)y=x*—2x>+1.

a) Berechnen Sie alle Extremalstellen und Wendepunkte.

b) Berechnen Sie die Funktion fiir x = —1, 0, 0.5, 1, 2 und skizzieren Sie f(x).

¢) Beschreiben Sie mit Hilfe von a) und b) das Monotonie- und das Konvexitidtsverhalten
der Funktion.

Lésungshinweis:

a) und c) b)
S (x)
f(x) = 4x3 —6x2 = 4x%(x — 3/2) 5 4
und damit
4
f"(x) =12x(x — 1) 3
Also gilt fiir das Monotonieverhalten: )
>0 firx > 3/2 1
str. mon. steigend
> X
flx)=43 =0 fiirxe{O,%}
, -1 1 2 3
<0 firx € (—o0;3) \ {0}
str. mon. fallend

Fiir das Kriimmungsverhalten gilt:

>0 fir x>1 Vvx<0 str. konvex

() =

<0 fir 0<x<1 str. konkav

Damit ist f(3/2) &~ —0,6875 ein globales Minimum, f(0) = 1 eine Terrasse und f(1) = 0 ein
Wendepunkt.
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Aufgabe 60

Gegeben sei die Funktion f mit folgender Funktionsgleichung:

f(x) =e*-In(x?)

a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich Dy C R von f an.

b) Berechnen Sie die Nullstellen von f.

c) Bestimmen Sie die erste Ableitung f”’ und fassen Sie Ihr Ergebnis so weit wie moglich

zusammen.

d) Untersuchen Sie das Grenzwertverhalten von f fiir x — —oo.

Fiir eine andere Funktion, die stetige und zweimal stetig differenzierbare Funktion g : [x1, x9o] — R,

ist lediglich der Graph ihrer ersten Ableitung g’ gegeben:

te'(x)
0.5-

X1

X6 X7 X8 X

X2 X3 X4 0

—0.5+

Die folgenden Teilaufgaben beziehen sich auf die der Ableitung g’ zugrundeliegenden Funk-

tion g.

XS\/ X9

e) Geben Sie die x-Werte der lokalen Minima von g an.

f) Geben Sie die x-Werte der lokalen Maxima von g an.

g) In welchem (bzw. welchen) Intervall(en) ist g monoton wachsend?

h) In welchem (bzw. welchen) Intervall(en) ist g monoton fallend?

1) In welchem (bzw. welchen) Intervall(en) ist g konvex?

j) In welchem (bzw. welchen) Intervall(en) ist g konkav?

Lésungshinweis:

a) Dy =R\ {0}

b) f(x)ze_x-ln(xz)zo fiir ln(x2)=O
=>x2=1 =x1=1x=-1

o fllx)y=e - (=1)-In(x?) +e ™ L 2

x2
79
=—¢*.In (x2) +e . %
=e ¥ (% —1In (x2)>

d) xEIPoo‘f(x) = lim [ e -In (xz)] = +o00

——00

e) Minimalstellen: x>, xg
f) Maximalstellen: x1, x5, X9

g) g monoton wachsend fiir
x € [x2, x5] U [xs, x9]

h) g monoton fallend fiir
X € [x1,x2] U [x5, x3]

i) g konvex fiir x € [x1, x3] U [x7, x9]

j) g konkav fiir x € [x3, x7]
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Aufgabe 61

Im Folgenden bedeutet u : R, — R den Umsatz u(x) in Abhidngigkeit von der verkauf-
ten Stiickzahl x und k : R4 — R die Produktionskosten k(x). Umsatz und Produktions-
kosten seien stetig differenzierbar. Daraus leitet sich die Gewinnfunktion g : R — R mit
g(x) = u(x) — k(x) ab. Die Ausdriicke g—z und % bezeichnet man als den Grenzumsatz be-
ziehungsweise die Grenzkosten beim Produktionsniveau x. Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Maximaler Gewinn entsteht (sofern er existiert) bei einem Produktionsniveau x, bei dem
Grenzumsatz und Grenzkosten iibereinstimmen.

b) Beim Produktionsniveau x mit den niedrigsten Stiickkosten (sofern es existiert) sind die
Stiickkosten und die Grenzkosten gleich hoch.

Lésungshinweis:

a) Maximaler Gewinn existiert = g’(x) = u/(x) —k'(x) = 0 = u/(x) = k'(x)

b) Produktionsniveau x > 0 mit den niedrigsten Stiickkosten existiert

K “ ® K
NEEEGESGE “ M s

X 32 :0:>g/(x)'x=g(x):>g/(x):T

Also: Stiickkosten gleich Grenzkosten.
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Integralrechnung

Aufgabe 62

Gegeben seien die beiden Funktionen f, g : R — R mit
f(x) =-2x+10 sowie g(x) =x*4+2.

a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte von f und g.

b) Berechnen Sie die Fliche, die durch die Graphen von f und g eingeschlossen wird.

Lésungshinweis:

a) Schnittpunkte bei x = —4 und x = 2.
b)

2 1 5 2 8 64
/ f(x)—g(x)dx = [——x3—x +8x] :———4+16—(——16—32) =36
4 3 4 3 3

81
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Aufgabe 63

a) Man berechne das bestimmte Integral:

I(y) = /yidx (fir y > 1)
SO P Y

1

Zeigen Sie aulerdem, dass /() streng monoton wichst, und berechnen Sie 7(2).

b) Berechnen Sie die Fliche, die von den Graphen der Funktionen f und g mit
S =52
xX)=5—=x
2
1
g(x) =x2+3x—|—§

eingeschlossen wird.
(Hinweis: Die Integrationsgrenzen ergeben sich aus den Schnittpunkten der Graphen.)

Lésungshinweis:

d
a) Substitutionsregel: Mit z = (x> + 1) = d—Z = 3x? = dz = 3x2dx folgt:
X

/ SAR 1/ bgz = | SHyc=03+ DI +C
— _dx=-|¢z z=—- z = (x
24/x3 1 2 2 —1+1

= 10) =[P+ D] =+ 1-2

b) Schnittpunkte: f(x) = g(x) <= 5—-1x? =x>+3x +1
— —%x2—3x+%=0

= vp=i(2£VITR)=-142= 1
Fliache zwischen den Graphen:
1 1
/;3 f(x)—gx)dx = /_3 —%xz —3x + %dx
- 45 =3+ 3
—(4-3+9-(F-F-D-2-1s
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Aufgabe 64

Gegeben sei eine Grenzkostenfunktion

3../x fir x e[0,100]
c¢'(x) = { 30 fir x € [100, 400]

% fir x € [400, 900]

Die fixen Kosten betragen ¢ (0) = 1000 .

Bestimmen Sie dazu eine stetige Gesamtkostenfunktion ¢ (x) und berechnen Sie die Gesamt-
kosten fiir x = 100, x = 150 und x = 625.

Lésungshinweis:

2x2 + 1.000 fiir x € [0: 100]
c(x) = {30x fiir x € [100; 400]
1,200/ — 12.000 fiir x € [400; 900]

Damit:

¢(100) = 2-1.000 + 1.000 = 3.000
¢(150) = 30 - 150 = 4.500
¢(625) = 1.200 - /625 — 12.000 = 18.000
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Aufgabe 65

Der momentane Umsatz eines Produktes zum Zeitpunkt ¢ sei durch
die Funktion u : R4 — R4 mit

gegeben.

u(r) = 1000(7 + 1) e~ 2

a) Skizzieren Sie die Funktion # im Planungszeitraum [0,10] und berechnen Sie den Ge-
samtumsatz in [0,77] .

b) Ermitteln Sie den Gesamtumsatz fiir 7 = 10und 7 — o0 .

Lésungshinweis:

a)

b)

T
GU(T) = / 1000 - (z + 1) - ¢~5 df = 1000 - (6 — (2T +6) -e_g)
0

y(1)

12004

~

1000

800

600

400

200

\

\

u(t) = 1000 - (r + 1)~e*',§

» [

T

9

GU(10) = 1000 - (6 — 26 - ¢~5) ~ 5.825.8

T

. . 2T + 6
lim GU(T) = lim 1000-(6— = 1000 -
—00 T—o0 ez

84
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2
6— lim T) = 6.000

T—oo 1,5
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Aufgabe 66

Fiir ein Produkt sollen die Kosten- und Umsatzentwicklungen in Abhéngigkeit der Zeit¢ = 0

betrachtet werden. Dabei wurden fiir die Verdnderung der Kosten k(¢) bzw. des Umsatzes u(¢)

die Beziehungen folgendermafen ermittelt:
dk(z) 100

du(r) 1000
K'(t)y = —= bzw. u'(t) = =
®) dr 1 0" u'(t) dr (t +1)2

firalle =0

a) Zeigen Sie, dass die Kosten k(¢) und der Umsatz u(¢) fiir # = 0 monoton wachsen,
wihrend der Gewinn g(t) = u(t) — k(¢) fir t = 9 monoton wichst und fiir ¥ = 9
monoton fillt.

b) Berechnen Sie die bestimmten Integrale

9 9

kg = /k/(t)dt, Ug = /u/(t) dt, 89 = ug—kg

0 0

und interpretieren Sie diese Ergebnisse.

c) Zeigen Sie, dass es eine obere Integrationsgrenze z = 9 mit g, = 0 gibt (keine Berech-
nung erforderlich).

Lésungshinweis:

a) k’(¢) und v’ (¢) sind jeweils die Ableitung von k(¢) bzw. u(¢). Da k’(¢) und u/(¢) positiv sind fiir
alle t > 0 miissen k(¢) bzw. u(¢) streng monoton steigen.

1000 100 100

t+1)2 141 :(t+1)2’(9_’)=>g/(l)>0

gy =u'(t)—k') =

und damit g(¢) streng mon. steigend fiir 0 < ¢ < 9 und g’(¢) < 0 sowie g(¢) streng monoton
fallend fiir r > 9.

9 9
b) k9=/ k’(z)dz:loo.[1n|z+1\] =100-1n10
0 0

9 17° 1 1
, _
u9=/ w'(t)dt =1000- | —— | =1000- [ —— + =) = 900
0 t+1], 10 1

89 = U9 — ko = 900 — 100 -1n 10 ~ 669,74

c) gz =1000- (—

! +1 100 -In(z + 1)
— .nZ
z+1

100-]10 10 In(z + 1)
= . ——— —In(z
z+1

Beispielsweise gilt fiir z = e!© fiir

10
geto = 100- (10 ~o T+ 1) <o
N ——
<0 <—1Inel0=-10

Weil g, stetig muss damit mind. ein 9 < z < e!% mit g, = 0 existieren (Zwischenwertsatz)
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Aufgabe 67

Fiir den Verlauf des Absatzes y(¢) eines Produktes in Abhéngigkeit der Zeit ¢ > 0 wird die
folgende Beziehung angenommen:

dJ(}l—gt) = 2 -y(@)-(a—y(t)) mit  y(¢) € (0,a) Vt (6)

a) Formen Sie diese Gleichung in eine Integralgleichung der Form

[emar= [ rou

um und berechnen Sie daraus eine Funktion y(¢), die Gleichung (6) erfiillt.
b) Bestimmen Sie y(¢), wenn a = 100, ¢ = 1 und y(0) = 50 gilt.

c) Skizzieren Sie die in b) erhaltene Funktion und interpretieren Sie Gleichung (6) mit
Hilfe Threr Skizze.

Lésungshinweis:

a)

dy ¢ a
AN — dy = dt
== [ta= [

:>/d—y+/ ay =/cdt
y a—y

=Iny—-In@a—y)=c-t+k

= In =ct+k
= 2 itk
a—y
aect
t) = K
=70 1+ec’+
b)
100 - €° e’
0) = K=50 = K=0 = t) =100 -
y©) I1+1 + Yo 1+ et

¢) Zeichnung fiir ¢ € [0; 10]
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y(1)
1204

100 y(t) = 100 - &

/ W

40

20

> [

1 2 3 4 5 6 71 8 9 10
y(1) startet mit Steigung 155 (0) - (100 — y(0)) = 145 - 50 - (100 — 50) = 25 und sittigt fiir
t — oo gegen 100.
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Aufgabe 68

Die Gammafunktion I": R — R mit
o0
Ir'x) = / t* e ds
0

kann fiir n € N zur Berechnung der Fakultiit n! genutzt werden. Im Folgenden soll mit Hilfe
vollstindiger Induktion gezeigt werden, dass I'(n) = (n — 1)! gilt.

a) Zeigen Sie, dass I'(1) = 1 ist.
b) Zeigen Sie, dass I'(n + 1) =n - '(n) gilt!

Tipps fiir b):

» Verwenden Sie partielle Integration

» Sie diirfen verwenden, dass lim —t"e~% = 0.
t—>00

Lésungshinweis:
a)
o0
_ 1-1 —t _[_a—t]%° _n_ (_ —
F(l)—/o L:re dt—[ e ]0 =0—-(—-D =1
b)

o0
'nh+1)= / HIlet gy
0

= [-" .e—‘]°° 4+ /oonz”‘le_tdt
— ; i

=0+n-I(n)
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Aufgabe 69

Die Funktion f: R*T\{0} — R ist gegeben mit

In x

fo0) =5

x3

a) Bestimmen Sie alle Extremwerte der Funktion, falls es welche gibt.
b) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(x).

Lésungshinweis:

x2 —1In(x) - 3x2 _ 1-3In(x)

a) f(x) = 6 o =0 < ln(x)=% e x —e3
y 12In(x) — 7 nf L 4 -7
f(x):Tif(fﬂ): — <0

e3
. 1 . . .
Damit ist x = e3 das einzige Extremum, ein globales Maximum.

b) /f(x) dx = fx_3 “In(x)dx = _;x_3+1 -In(x) —/—lx_zédx

3+1 2
In(x) 1 1+ 2In(x)
= — —— C e —
2x2 4x2 + 4x2
89



2017/18 — Aufgabensammlung - (Seite 90 von 137)

nter

iematik — Wi

g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Al

Finanzmathematik

Aufgabe 70

Eine Rechnung iiber 3.250 € wird nicht sofort bezahlt. Daher sind Verzugszinsen in Hohe
von 144,45 € zu bezahlen. Fiir welche Zeitspanne wurden Verzugszinsen berechnet falls der
Zinsful} 8% betragt.

Lésungshinweis:

K, — Ko 144,45

n=Ko(l+n-i) T T Ke-i | 3250.0.08

~ 0,5556 Jahre = 200 Tage

90



Aufgabe 71

Ein Girokonto weist am Jahresanfang ein Guthaben von 2.400 € auf. Am 6. Mirz werden auf
das Konto 10.000 € iiberwiesen; am 21. Januar und am 16. Februar werden jeweils 4.000 €
abgebucht. Die Bank berechnet 12% Sollzins und 0,5% Habenzins. Stellen Sie die Zinsab-
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rechnung zum 1. April auf.

Lésungshinweis:
20 Zinstage 25 Zinstage 20 Zinstage 25 Zinstage
Kontostand = +2400 € —1600 € —5600 € +4400 €
_— —_— > =
1. Januar 21. Januar 16. Februar 6. Méarz 1. April
20 25 20 25 _
20..0,005 - 2400 — 2% - 0,12 - 1600 — 2% . 0,12 - 5600 + 2> - 0,005 - 4400 = —48,46 €
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Aufgabe 72

Jemand zahlt am 2. Juli 1999 auf sein Sparkonto 1000 € ein. Wie hoch ist der Kontostand am
2. April 2008 bei 3% Zins, falls das Konto zu diesem Zeitpunkt abgerechnet wird.

Lésungshinweis:

179 3\8 91
K= 1000(1 _.o,o3>(1 _) (1 _.0,03) ~ 129542
T 360 100/ Ut 360
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Aufgabe 73

Jemand legt 20.000 € zu 6% zinseszinslich an. Auf welche Summe wichst das Kapital in 5

Jahren an bei

a) jahrlicher,

b)
c)

halbjéhrlicher,

monatlicher,

d) tédglicher oder

e)

stetiger Verzinsung?

Lésungshinweis:

a)
b)
c)
d

€)

1,06 =~ 26.764,51
-1,0310 ~ 26.878,33
-1,005%0 ~ 26.977,00

360-5
.(1 " @) ~ 26.996.50
360

.0:065 ~ 26.997.18

93



2017/18 — Aufgabensammlung - (Seite 94 von 137)

nter

iematik — Wi

g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Al

Aufgabe 74

Eine Kapitalanlage hat sich in 10 Jahren verdoppelt. In der ersten Hélfte der Laufzeit betrug
der Zinssatz 4%. Wie hoch war er in der zweiten Hilfte?

Lésungshinweis:

Ko =2Ko = Ko -1,04° - ¢°
= 2=104.q°
2
= —— ~ 1,1045 = 10,45%
9= T ’
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Aufgabe 75

Zu welchem konstanten jahrlichen Zins muss ein Betrag K, am 1.1.2008 angelegt werden
damit am 31.12.2011 die Inflation ausgeglichen wurde? Die jédhrliche Inflationsraten der be-
treffenden Jahre seien dabei

Jahr 2008 2009 2010 2011
Inflation in % 3 2 4 5

Lésungshinweis:

Ginfl = ‘\‘/1,03 -1,02-1,04-1,05 ~ 1,03494 & i &~ 3,494 %
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Aufgabe 76

Am 1.1. diesen Jahres wurde ein Betrag von 2000 € zu 8 % jahrlich fiir 15 Jahre angelegt. Die

durchschnittliche Inflationsrate fiir diese 15 Jahre wird als 2,8 % angenommen.

a) Welche Kaufkraft hat der Betrag nach genau 5 Jahren Anlagedauer?
b) Welcher Realwert steht dem Anleger am Ende der Laufzeit zur Verfiigung?
c) Welche Realverzinsung erzielt der Anleger durchschnittlich pro Jahr?

Lésungshinweis:
5
a) Kaufkraft nach 5 Jahren: 2000 - (%) ~ 2559,665
15
b) Realwert am Ende der Laufzeit: 2000 ({415 ) ~ ~ 4192,66
¢) Realverzinsung: % ~ 1,050584 = i ~x~5,0584%
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Aufgabe 77

a) In welcher Zeit verdoppelt sich bei Zinseszinsrechnung jedes beliebige Anfangskapital
K bei einem jihrlichen Zinssatz von p = 5%?

b) Wie muss der jdhrliche Zinssatz bei Zinseszinsrechnung aussehen, wenn sich das An-
fangskapital in 10 Jahren verdoppeln soll?

Lésungshinweis:

In2
In1,05
b) 2Ko=Ko-q'° = ¢q= W2=10718

a) 2Kg = Ko-1,05" = n=

~ 14,2
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Aufgabe 78

Wie lange miissen 10.000 € angelegt werden, damit sie bei einer jahrlichen Verzinsung von
7% ein Endkapital von 25.000 € erbringen?

Lésungshinweis:

In 0,25

10.000-1,07" =25.000 = n=
In 1,07

~ 13,54 Jahre

98



Aufgabe 79

Ein Waldbestand hat einen Tageswert von 1 Mio. €. Aufgrund von Abholzung und Umwelt-
schiden, nimmt der mengenméfige Bestand jdhrlich um 10% stetig ab; der Preis des Holzes
steigt halbjdhrlich um 4%.

a) Welchen Tageswert hat der Wald in 10 Jahren?

2017/18 — Aufgabensammlung - (Seite 99 von 137)

nter

iematik — Wi

g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Al

b) Nach wie viel Jahren hat sich der Wert des Waldes halbiert?

Lésungshinweis:

a) Ko =po-xo=1000000 = Kio=po-(1,042)" - x0-¢ "% ~5806.069

N — —— :
Preis in 10 J. Waldbestand in 10 J.
b)
1Ko = Ko -1,0427 . ¢=0:1m
1
= lni =2-n-In1,04-0,1-n

= n =~ 32,15Jahre
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Aufgabe 80

Die Effektivverzinsung einer Anlage, die vierteljdhrlich verzinst wird, ist 6,14%. Wie hoch ist
der (nominale) Jahreszinsful3?

Lésungshinweis:

-\ 4
(1+fz) =10614 = i=(Y10614—1) 4=006=6%
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Aufgabe 81

Fiir den Kauf einer Maschine stehen folgende Zahlungsalternativen zur Auswabhl:

a) 8.000 € sofort, 4 jahrliche Raten zu je 2.000 €, zahlbar am Ende eines jeden Jahres
b) vier jahrliche Raten zu je 4.000 €, zahlbar am Ende eines jeden Jahres

¢) 5.000 € sofort, je 3.000 € am Ende des 2. und 3. Jahres und 5.000 € am Ende des 4.
Jahres.

Fiir welche Zahlungsalternative (Barwertvergleich) soll man sich bei einem Zinssatz von 10%
entscheiden?

Lésungshinweis:

11,14 -
a) Kapitalwert: 8000 + 2000 — ———— =~ 14.339,73
1,14 0,1
1 1,1% =1
b) Rentenbarwert: 4000 - — - — = 12.679,40
1,14 0,1

3000 n 3000 n 5000
1,12 1,13 1,14

¢) Kapitalwert: 5000 + ~ 13.148,35

Also: Variante (2) ist am glinstigsten
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Aufgabe 82

Ein heute 55-jdhriger Arbeitnehmer hat in 10 Jahren einen Anspruch auf eine monatliche Be-
triebsrente von 500 €, die vorschiissig bezahlt wird. Durch welche Gegenleistung kann sie
heute bei einem Zinssatz von 6% abgelOst werden, wenn die Lebenserwartung von 77 Jahren
angenommen wird.

Lésungshinweis:

Fe = 500(12 + 0,06 - —) = 6195,00€

q'? 1 1
— ~ 51.93791€

g—1 q'2
Ro

heute: o X 29.001,86 €
q

Rente ab65: Ry =re-

102



Aufgabe 83

Ein Bausparer hat einen Bausparvertrag iiber 50.000 € Bausparsumme abgeschlossen. Der
Habenzins betrigt 3%. Der Bausparvertrag ist zuteilungsreif, wenn 40% der Bausparsumme
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eingezahlt sind.

a) Nach wieviel Jahren ist der Bausparvertrag zuteilungsreif, wenn
» 3.000 € jihrlich nachschiissig

» 3.000 € jihrlich vorschiissig

» 300 € monatlich nachschiissig
einbezahlt werden?

b) Welche Sparrate muf3 der Bausparer
» jahrlich nachschiissig
» jahrlich vorschiissig

» monatlich nachschiissig
leisten, damit der Vertrag in vier Jahren zuteilungsreif ist?

Lésungshinweis:

a) » 3000 € jahrlich nachschiissig:

1,037 — 1 )
20.000 = 3000~ = 103"=12 = n~617Jahre

’

» 3000 € jahrlich vorschiissig:

1,03" —1 In1,194
003 "7 103

» 3000 € monatlich nachschiissig:

20.000 = 3000 - 1,03 - ~ 6 Jahre

Te = 300(12 + 0,03 - %) =3649,50 = n =5,15Jahre
b) wie a), jetzt r gesucht
» jahrlich nachschiissig: r = 4780,54 €
» jahrlich vorschiissig: r = 4641,30€
» monatlich nachschiissig: r. = 4780,54 = r =392,97€
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Aufgabe 84

Das Vermogen von A ist mit 100.000 € doppelt so hoch wie das Vermogen von B. A spart
jahrlich 4.000 € nachschiissig, wihrend B 8.000 € spart. Die jahrliche Verzinsung ist 6%.

a) Nach wie vielen Jahren sind die Vermdgen von A und B gleich hoch?

b) Wie hoch muss die jdhrliche Sparleistung von B sein, damit er in 10 Jahren das gleiche
Vermdogen wie A hat?

Lésungshinweis:

a) 100.000 - 1,06" + 4000% = 50.000 - 1,06" + Sooow = n~23.79
0,06 0,06
b) 50.000-1,06'° = (r, — 4000 )~& = rg=10.793,40€
N —— S~—— 0’06

Vorsprung von A Sparrate von A
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Aufgabe 85

Jemand mochte von seinem 63. Geburtstag an 20 Jahre lang eine jdhrliche nachschiissige
Rente in Hohe von 20.000 € ausbezahlt bekommen. Welchen Betrag muf3 er dafiir 30 Jahre
lang bis zu seinem 63. Geburtstag monatlich vorschiissig einbezahlen? Der Zinsfu3 betrage
5,5% jiahrlich.

Lésungshinweis:

1,050 — 1 1

Ro = 20000 = 605 " 1,055
= 239.007,65€
_ 13\ 1.055° —1
= r<12 + 0,0557) 0055

= r=20701€
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Aufgabe 86

Welches Kapital benotig man heute, wenn daraus 5 Jahre lang zu jedem Quartalsbeginn eine
Spende von 1000 € iiberwiesen werden soll? Die vierteljahrliche Verzinsung ist 1%.

Lésungshinweis:

1,0120 — 1
Ro = 1000- ——— - 1,01

001 10120 ~ 18.226,00 €
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Aufgabe 87

In einer Pensionszusage wird eine Rente iiber 5000 € zu Beginn eines Quartals 10 Jahre lang
bezahlt. Welchen Betrag muss die Firma bei einem Jahreszinssatz von 5% am Anfang der
Rentenzahlungen fiir die Pensionsriickstellung (Barwert) einsetzen?

Lésungshinweis:

re = 5000 - (4 + 0,05 - g) =20.625 = Ro = 159.260,77€
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Aufgabe 88

Ein Unternehmen nimmt einen Kredit iiber 500.000 € zu 7% Zins auf. Der Kredit ist in fiinf
Jahren mit gleichbleibenden Tilgungsraten zu tilgen. Erstellen Sie den Tilgungsplan.

Lésungshinweis:

T = —-500.000 = 100.000
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Ry

Zg

T

Ag

500.000
400.000
300.000
200.000
100.000

0

35.000
28.000
21.000
14.000
7.000
0

100.000
100.000
100.000
100.000
100.000

0

135.000
128.000
121.000
114.000
107.000

0
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Aufgabe 89

Eine GmbH nimmt einen Kredit iiber 2.000.000 € zu 10% Zins auf, der mit gleichbleibenden
Tilgungsraten in 20 Jahren zu tilgen ist. Berechnen Sie

a) die Restschuld am Anfang des 10. Jahres,
b) die Restschuld nach 15 Jahren,
¢) den Zinsbetrag im 12. Jahr und
d) die Aufwendungen im 18. Jahr.

Lésungshinweis:

a) Ryo = 100.000- (20 — 10 + 1) = 1.100.000
b) Ris = 100.000 - (20 — 16 + 1) = 500.000
c) Zi2 = 100.000(20 — 12 4+ 1) - 0,1 = 90.000
d) A1g =1+ Z13 = 130.000
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Aufgabe 90

Ein Auto, das 57.000 € kostet, soll durch einen Kredit finanziert werden. Die Hausbank bietet
einen Kredit, der in zwei gleich hohen jdhrlichen Tilgungsraten zuriickzuzahlen ist, mit fol-
genden Konditionen an: Zins p.a. 8%, Auszahlung 90%. Wie hoch ist der Effektivzinsful} fiir
den Kredit?

Lésungshinweis:

57.000 S A, A
S=="— und T=2= und 57.000=5-09="14+2
0,9 2 q g2

= A =85-1/2+5-0,08=5-0,58

und A =S-1/24+S5-1/2-0,08 = S -0,54

§-058 §5-0,54
+

= 5.09= .
q q
, 0,58 0,54
T=09 7 00
_ q1/2:58i\/582+4-90-54% 1,1612 (> 0 — OK)
2-90 (< 0)

= 1~0,1612=16,12%
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Aufgabe 91

Eine Anleihe von 1.000.000 € soll mittels gleichbleibender Annuitédt zu 7% verzinst und in-
nerhalb der niichsten 5 Jahre getilgt werden. Wie gestaltet sich der Tilgungsplan?

Lésungshinweis:
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A = 1.000.000 -

1,07°-0,07
1,075 — 1

~ 243.890,69

Rk

Zi

Tk

A

1.000.000,00
826.109,31
640.046,26
440.958,81
227.935,23

70.000,00
57.827,65
44.803,24
30.867,12
15.955,47

173.890,69
186.063,04
199.087,46
213.023,58
227.935,23

243.890,69
243.890,69
243.890,69
243.890,69
243.890,69
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Aufgabe 92

Ein festverzinsliches Wertpapier ist mit einem Kupon von 8 % p.a. und einem Riicknahmekurs
von 103 % nach 15 Jahren ausgestattet. Welches ist der Preis (Kurs) des Wertpapiers bei einer
Restlaufzeit von 7 Jahren unmittelbar nach der 8. Zinszahlung, wenn dem Erwerber eine dem
dann herrschenden Marktzinsniveau entsprechende Umlaufrendite von 9 % garantiert wird?

Lésungshinweis:

1,097 — 1

Cs=1,09"7-(8
8 ( 1,09— 1

+ 103) ~ 96,608
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Aufgabe 93

Ein festverzinsliches Wertpapier ist mit einem Kupon von 7 % p.a. und einem Riicknahmekurs
von 102 % nach 15 Jahren ausgestattet.

a) Welches ist der Emissionskurs, wenn das herrschende Marktzinsniveau bei 8 % liegt?

b) Die Steigung des Emissionskurses bei diesem Marktzins betrigt C;(0,08) = —812,441.
Welches ist die modifizierte Duration?

c) Welches ist die Elastizitdt des Emissionskurses beziiglich des Marktzinsniveaus?

d) Wenn der Marktzins um Ai = 0,001 steigt: Auf welchen Wert sinkt Cy niherungswei-
se?

Lésungshinweis:

a) Co = 1,08715. (7- 108191 102) ~ 92.071

1,08—1
C,  —812.441
b) MD = ——0 ~ — =0 8 82407
Co 92,071

C) £Co.0.08 = —MD - 0,08 ~ —8,82407 - 0,08 ~ —0,7059
d) Co(0,08 +0,001) ~ 92,071 - (1 — 8,82407 - 0,001) ~ 91,26
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Aufgabe 94

Eine Unternehmung will ein festverzinsliches Wertpapier emittieren, das dem Erwerber wih-
rend der 15-jdhrigen Laufzeit einen Effektivzins von 9 % garantiert. Der Emissionskurs ist
96 %, der Riicknahmekurs 101%.

Mit welchem nominellen Zinssatz muss die Unternehmung das Papier ausstatten?

Lésungshinweis:

96 = 1,097 . [ p*. % + 101
0,09

0,09
*=(96-1,09'° —101) - ———— ~ 8,470
e = ) T =1
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Aufgabe 95

Anton Arglos hat von seiner GroBmutter 30 000 € geschenkt bekommen, um sein Studium
zu finanzieren. Nehmen Sie fiir die Aufgaben a) und b) an, dass Anton sein Studium aus-
schlieBlich aus dem Geldgeschenk finanziert und von einem konstanten, jahrlichen Zins von
7 % ausgegangen werden kann. Stellen Sie Ihren Rechenweg jeweils ausfiihrlich und nach-
vollziehbar dar!

a) Wie lang darf Antons Studium dauern, wenn er jahrlich nachschiissig 7000 € entnimmt?

b) Anton fillt auf, dass er das Geld eigentlich jihrlich vorschiissig benétigt, aber mit
5000 € jihrlich auskommt. Wie lang kann sein Studium unter diesen Annahmen dau-
ern?

Am Ende seines Studiums bemerkt der geschiftstiichtige Anton, dass er nun insgesamt ein
Vermogen von 50 000 € besitzt. Anton bekommt ein Angebot seiner Hausbank, das Geld als
Festgeld zum jdhrlichen Zinssatz von iy,,s anzulegen. Anton freut sich, da er nun weil3, dass
er in 12 Jahren ein Endvermégen von 100 000 € besitzen wird.

¢) Wie hoch ist der Zinssatz iy,,s, den Anton von seiner Hausbank angeboten bekommt?

d) Die Onlinebank Fastmoney bietet ihm eine Anlage zu einem monatlichen Zins (mit mo-
natlicher Zinsausschiittung) von 0,5 % an. Soll er das Angebot von Fastmoney gegen-
tiber dem Angebot seiner Hausbank bevorzugen? Nehmen Sie (unabhéngig von Threr
Losung unter Aufgabe c) an, dass die Hausbank Anton einen jihrlichen Zins von 6 %
anbietet) Begriinden Sie Ihre Empfehlung rechnerisch!

Anton entschlieBt sich, anstatt das Geld anzulegen ein Haus zu kaufen. Hierfiir nimmt er
zusitzlich einen Kredit von 200 000 € zu einem konstanten Zins von 8 % auf. Der Kredit ist

mit gleichbleibenden Tilgungsraten in 20 Jahren zu tilgen.

e) Wieviel Zinsen muss Anton im 15. Jahr bezahlen?

Lésungshinweis:

n In (;) In ( 7000 )
2) R = r-q -1 g e = r—i-Ro o = 7000-0,07-300000 ) _ 52716
0 g—1 In g In 1,07 ’ '
Das Geld reicht 5 Jahre.
b) R " =1 - < 30000 = 5000 - 1,07 1- 1,077
=7 - . el . y S —
n=rd 0,07
6:0,07
6-0,07 In (1 ~ 10 )
—107" -1 & n=-———"7 17367,
1,07 In 1,07

das Geld’reicht also in diesem Fall 7 Jahre.
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©) Kn = Ko(l + iHas)” & iHas = o000 — 1 = Y2 —1=10,05946 ~ 5,95%

d) Alternative 1: Uber effektiven Jahreszins:
{eff, Onlinebank = (1 + 0»005)12 ~ 1,0617 > 1,06 = {eff, Hausbank -

Alternative 2: Uber Endbetrag:
Ky Ontinebank = 50000 - (1 +0,005)1#12 = 102537,54

K Hausbank = 50000 - (1 + 0,06)'? = 100 609,82

In jedem Fall: Anton sollte das Angebot der Fastmoney-Bank bevorzugen.

e) Restschuld zu Beginn des 15. Jahres: 200000 — 14 - 10 000 = 60 000. Damit ist der Zins im 15.
Jahr: 60 000 - 0.08 = 4800.
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Aufgabe 96

Am 1. Januar des Jahres 1626 hat Peter Minuit, der damalige Gouverneur von Neu-Holland,
die Insel Manhattan von indigenen Ureinwohnern gegen Glasperlen, Kleidung und Mode-
schmuck im Wert von 24 Dollar eingetauscht.

Wie hoch wire der Wert dieser Summe am 1.1.2014 bei einem angenommenen nominalen
jahrlichen Zinssatz von 5% bei

a) jahrlicher (zinseszinslicher),
b) monatlich anteilig unterjdhriger bzw.
c) stetiger Verzinsung?

d) Wieviel hitte der durchschnittliche jdhrliche Zinssatz bei jidhrlich exponentieller Ver-
zinsung betragen miissen, wenn der Wert von Manhattan heute bei 13 Billionen Dol-
lar (Schitzung von New Yorker Immobilienmaklern fiir den reinen unbebauten Grund-
stiickswert in 2014) liegen wiirde ?

e) Wie lange hitten die Indianer mit dem Verkauf warten miissen, wenn sich der Wert von
Manhattan von den 24 Dollar jahrlich (exponentiell) um 15 % bis zu einem Wert von
1 Milliarde Dollar gesteigert hitte?

Lésungshinweis:

a) 24-1,052014-1626 ~, 3996311022,2

b) 24 - (1 + 0,05/12)12(2014-1626) -, £137903568,98
c) 24 .¢(2014-1626)0.05 , 6390343312,05

d) (13.000.022.000.000)(1/(2014—1626)) ~ 10721

In ( 1.000.000.000

24 ) ~ 1255
In1,15

e)

117



2017/18 — Aufgabensammlung - (Seite 118 von 137)

nter

iematik — Wi

g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Al

Aufgabe 97

Die Eltern von Susi Sorglos mochten ihr ein Studium finanzieren. Dazu schenken sie ihr an ih-
rem sechsten Geburtstag, dem 1. Januar 2003, eine Kapitalversicherung. Die Eltern verpflich-
ten sich dabelt, jdhrlich vorschiissig ab diesem Datum und an jedem der folgenden Geburtstage
einen Betrag von 312 € auf das Versicherungskonto einzuzahlen. Die letzte Einzahlung erfolgt
an Susis 18. Geburtstag.

(Gehen Sie im Folgenden von Ein- und Auszahlungen auf ein Konto mit einem konstanten
jéhrlichen Zinssatz von 6% aus.)

a)

b)

Uber welchen Betrag kann Susi nach der letzten Einzahlung am 1. Januar 2015 verfii-
gen?

Susi rechnet damit, dass sie ab dem 1. Januar 2015 bis zum Bachelor 3 Jahre studie-
ren wird. Uber welchen Betrag kinnte sie monatlich nachschiissig verfiigen, wenn Thr
Vermogen zum Beginn Thres Studiums 10 000 € betrigt?

Susi entschlieBt sich an Threm 18. Geburtstag auf die Zuwendung ihrer Eltern zu ver-
zichten, nicht zu studieren und gleich mit ehrlicher Arbeit Geld zu verdienen. Sie mochte
erst einige Jahre sparen, dabei rechnet sie damit, pro Jahr 3000 € nachschiissig zuriick-
legen zu konnen. Von dem angesparten Geld und den Zinsen (6 % p.a.) mochte sie vor
Ihrem 40. Geburtstag eine mehrjihrige Weltreise unternehmen.

Wie viele Jahre muss sie arbeiten, bis sie von dem angesparten Geld bis zu Threm 40.
Geburtstag jahrlich nachschiissig 30 000 € entnehmen kann?

(Hinweise: Uberlegen Sie wie lange das Projekt insgesamt dauert und setzen sie den
Endwert der Ansparphase gleich dem Barwert der Weltreisephase.)

Lésungshinweis:

a)

b)

c)

Vorschiissige Rente plus die letzte Zahlung am 18. Geburtstag:

_ 1,0612—1 _
R, =312- T 1,06 + 312 = 5891.23 €

re=r-(1240,06- 1) = r-12,33 und Ry = 10.000 = r, - L2=1 .1 0673 damit:

0,06
r = 10000 - =303.41€
12,33+ (1 — 1,0673)
Endwert Ansparphase ist gleich Barwert Weltreisephase. Gesamtdauer Projekt: 22 Jahre, x Jahre
ansparen, 22 — x Jahre entnehmen:

1,06 — 1 1,06227 — 1 2o
3000 - ————— = 30000———— - 1,06
1,06 — 1 1,06 — 1
1,06 — 1 =10- (1 — 1,06*~2?)
1,06* +10- 1,06 - 1,062 = 11
11

I +10-1,0622
x = In (fpgakse= ) / 1n1.06 ~ 18.3542377
118

Die Weltreise kann nach der 19. Ansparzahlung, also am 37. Geburtstag starten, Susi kann bis
zum 40. Geburtstag damit 3 Jahre auf Weltreise bleiben, bis das Konto vollstindig gepliindert

1st.

1,06 =
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Aufgabe 98

Sven Sonneohr hat sich mit einer SpaB3partei als Kandidat fiir das Europaparlament aufstellen
lassen und nach dem Wegfall der 3 %-Hiirde tatsidchlich ein Mandat als Abgeordneter ergattert.

Sein Plan sieht folgendermafen aus: Er mochte auf keinen Fall sinnvoll am politischen Ge-
schehen teilnehmen, sondern nur von seinen Privilegien als Parlamentarier profitieren. Er freut
sich neben dem monatlichen (steuerfreien) Gehalt auch auf eine zusétzliche Pauschale (eben-
falls steuerfrei), die er erhélt, ohne {iber deren Verwendung Rechenschaft ablegen zu miissen.
Daneben bekommt er weitere Zulagen, Sitzungsgelder, Erstattungen fiir Fahrten und Geld fiir
abrechenbare Sachaufwendungen sowie Ubergangsgeld nach dem Ausscheiden.

Er schitzt, dass er dadurch ab dem 1.1.2015 nach Abzug seiner Kosten 5 Jahre lang jihrlich
nachschiissig Netto 180 000 € auf ein mit 3 % verzinstes Konto einzahlen kann.

a) Welche Summe hitte er auf diese Weise bis zum 1.1.2020 angespart?
AnschlieBend mochte er von diesem Konto monatlich Geld entnehmen.

b) Welchen konstanten Betrag konnte er pro Monat ab dem 1.1.2020 vorschiissig entneh-
men, wenn das Kapital 55 Jahre lang (bis zu seinem 90. Lebensjahr) reichen soll?

¢) Wie lange wiirde das angesparte Kapital ab dem 1.1.2020 reichen, wenn Sven pro Monat
vorschiissig 4000 € entnimmt?

d) Wie lange wiirde es reichen, wenn er pro Monat vorschiissig 2300 € entnimmt?

Lésungshinweis:

1,03° — 1
a) Nachschiissiger Rentenendwert: R, = 180000 - T03-1 ~ 95564445 €.

’

b) Rentenendwert Ansparphase = (monatlich vorschiissiger) Rentenbarwert Entnahmephase;
gesucht: monatliche Rate r:

13 s ¢! q—1
R :r.12+i._._ [ == r=R %2926,81’@
" ;,_zlq qg-—1 n(l—q_ss)-(12—|—i-12—3)
Te

¢) Wie b), jetzt Laufzeit n unbekannt und r = 4000:

13y 4] 13, 1—g7"
R, =4000-(124i-%)-q7"- T® Ry, =4000-(124i - 12). 1
q— q—
Ry-i
& ¢"=1- FTIE
4000 (12 +i - %)
Rn'i
& =——- In|1- —13- | & 29,97652 ~ 30 Jahre
Ing 4000- (12 +i - )

d) 2300-(12+i-)/R, ~ 0,029 < 3 %. Damit reicht das Kapital ewig. (Alternativ: Argument des
Logarithmus in Formel negativ, deswegen reicht Kapital ewig)
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Lineare Algebra

Aufgabe 99

Gegeben sind die Matrizen A, B, C sowie die Vektoren a, b mit

12345 2 -1 0
A=(20412]), B=| -2 -1 -1,
31211 10
311 1 —2
c=222]), a=| o], b= 1
123 ~1 ~1

Priifen Sie, welche der folgenden Ausdriicke berechenbar sind, und berechnen Sie sie gegebe-
nenfalls.

a) (A+ B)a, e) abT A,

b) ABD, ) (a + b)bT,
¢) (B+CTa, g) CAB,

d) BA(a + b), h) aTBTCh

Lésungshinweis:

» (A 4+ B)a: Nicht moglich,
» ABb: Nicht moglich,

4
» (B+CTa = (—2) :
)

» BA(a + b): Nicht moglich,

-3 -5 —4 -8 -9
» abTA=| 0 0 0 0 o],

35 4 8 9

2 —1 1
> a+b)pT=|-2 1 -1/,
4 -2 2

» CAB: Nicht moglich,
» aTBTCh = -8
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Aufgabe 100

Eine Unternehmung produziert mit Hilfe von fiinf Produktionsfaktoren Fi,...,Fs zwei Zwi-
schenprodukte Z,, Z,, sowie mit diesen Zwischenprodukten und den Faktoren Fi, F>, F3
drei Endprodukte Py, P,, P3.

In den Matrizen A = (%ij)s 5, B = (bix)s3, C = (Cjk), 5 bedeute

a;; = Anzahl der Einheiten von F; zur Herstellung
einer Einheit von Z; ,

bix = Anzahl der Einheiten von F; zur Herstellung
einer Einheit von Py,

cjk = Anzahl der Einheiten von Z; zur Herstellung
einer Einheit von Py .

a) Bestimmen Sie mit den Daten

21
’C:(12

;)

den Vektor y € ]RfL von Produktionsfaktoren, der erforderlich ist, um eine Einheit von
Py zu fertigen (fiir k = 1,2,3).

b) Welche Faktormengen braucht man, um den Endproduktvektor (30, 20, 30) zu realisie-
ren?

¢) Berechnen Sie mit den Vektoren

N

I
—_—_N O =N
—_ O = W

>

Il
SO =N =
SO = =N
SO = =

¢l = (1,1,2,3,1) furdie Beschaffungskosten
der Faktoren,

g7 = (15,20, 10) fiir die Produktionskosten
der Produkte,

pT = (40, 50, 40) fiir die Verkaufspreise
der Produkte,

die Gesamtkosten, den Umsatz und den Gewinn des Endproduktvektors (30, 20, 30).

Lésungshinweis:

» Produktion seriell: AC, Produktion parallel: B + AC
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» Damit: Faktorenbedarf y € Ri_ fiir Endproduktvektor x € ]Ri:

y = (B + AC)x

6 6 4
7 8 10

a) AC+B=|2 3 5|=D
4 2 0
3 3 3

Damit benétigt man fiir jede Einheit von Py, P5, P3:

1
yl=bD-[o0] =
0

WA NI

<

S

Il

o
—
S = O
v

Il
W N W

<

[

Il

o
—
- o o
~——

420
30 670

b) y=D-|20] =270
30 160

240

c) Kosten: ¢’y + ¢'x = 2350 + 1150 = 3500
Umsatz: p’x = 3400
Gewinn: p'x —c'y —g'x = —100
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Aufgabe 101

Gegeben sind die folgenden Punktmengen € R? :

Mlz{(g)eRzz

P X1 € (Oal)’ XZEO}

xleN,x§=x1§

:X1+X2:0,X1X2:1§

:xlgxg,xziO}

Ms={xeR?: |[x|=1, (1, —1)x=0}

a) Man stelle alle Mengen graphisch dar und priife mit Hilfe der Zeichnung, welche der
Mengen offen, abgeschlossen, beschrinkt, konvex ist.
b) Welche der paarweisen Durchschnitte sind leer?

Lésungshinweis:

a) Mlz{(jz;)eRz: xleN,xgle}

: abgeschlossen, nicht offen, nicht konvex, nicht beschrénkt

X2

: nicht abgeschlossen, nicht offen, konvex, nach unten beschréinkt
={xeR?: x; +x, =0, x1x2 = 1}
M3 = @: offen ,abgeschlossen,konvex,beschrankt
My ={x €eR?: x; > x3,x2 >0}
My nicht offen, abgeschlossen, konvex, nicht beschrénkt, aber nach unten beschrankt

Ms = {x e R?: |x|| > 1, x; —x2 = 0}

M,
M, = {(xl) eR?: x; €(0,1), x2 > O}
M>
M3

Ms5: abgeschlossen, nicht offen, nicht konvex, nicht beschrénkt

b) M\iNM, =20

MiNM;=0
MyNM; =20
M3zNMy=0
M3;NMs;=0
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Aufgabe 102

Eine Unternehmung bietet zwei Giiter an. Zwischen den Absatzquantititen x,, y, zum Zeit-
punkt 7 und x;41, ¥;+1 zum Zeitpunkt ¢ + 1 wird folgende Verbundbeziehung angenommen:

Xt+1 — 1.2)6; — 02yt
Yey1 = 0.05x, + Vi

Es soll untersucht werden, ob ein fiir beide Giiter gleichformiges Absatzwachstum moglich
ist.

a) Man formuliere das Problem als Eigenwertproblem.

b) Man berechne Eigenwerte und Eigenvektoren und interpretiere die Ergebnisse.

c) Wie viele Zeitperioden benotigt man bei gleichférmigem Wachstum in jeder Periode,
um eine Steigerung der Absatzquantititen um mindestens 100 % zu erreichen?

d) Wie konnte ein Ergebnis interpretiert werden, das keine reellen Eigenwerte enthélt?

Lésungshinweis:

Es gilt:
(x,+1) _ (1.2 —0.2) _ (x,) _ A.(x,)
yi+1) \0.05 1 i) Vi

a) Gleichformiges Wachstum: 4 - (;I) =A- (;t)
t t

b) det(A—AE) = (1.2—2A)(1—=21) +0.2-0.05
=A2-221+121=0 < A=1.1

EV: (A—1.1~E)(;t)=(8):>xt=2yt:>EV=a-(f),a;éO
t

Bedeutung: Gleichférmiges Wachstum um 10 % pro Periode bei doppelter Absatzmenge von x;
in Relation zu y;

c) 1.1" > 2 = n =log; ;(2) ~ 7.27 = mind. § Perioden
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Aufgabe 103

Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen

2 -5 1 23
A= 3 -1 2], B=[|4 5 6], C=
—6 1 7 8 9
0 -1 2 01
-1 1 0 31
D = 2 -1 0 10
3 01 —-10
I 10 11

nach dem Entwicklungssatz und der Sarrus-Regel. Was ergibt sich aus den Ergebnissen fiir

die Rédnge der Matrizen A, B, C, D?

Lésungshinweis:

A) det(4) = -55
B) det(B) = 0

C) Entwicklung nach 3. Spalte:
-1 -2

1
det(C)—(—1)1+3-1-det( 3 5 1)+(—1)2+3-1-det(
13

1

2 32
+ (D204 (D432 det [ -1 -2 1
3 51
=1)-1-0+(=1)-1-0
+(1)-0+(-1)-2-0
=0
D) Entwicklung nach 3. Spalte:
-1 1 31
det(D) = (=1)173 .2 det I R
30 —-10
1 1 11
0 -1 0 1
-1 1 3 1
_1\3+3, _1)4+3 1.
+ (-1 0+ (—1) 1 -det » Z1 1 0
1 1 11

+(=1)°*3.0
=1)-2-44+(-1-0
+(1)-04+(1-1--16
+ (-0
=24
Dabei ist (mit Entwicklung nach der dritten Spalte)

—_ W N

— U W

N O = =

W — N
N——

W = =N

und
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2 -1 1
det(D13) = (=D'*.1.det|3 0 —1

11 1
+ (=104 (1) .0
-1 1 3
+(=D* . 1odet| 2 -1 1
30 -1
=(-1)-1-9
+(1)-04+(=1)-0
+(1)-1-13
=4
bzw. (mit Entwicklung nach der ersten Zeile)
-1 2
det(DI) = (=)L 04 (—1)>FL . —1-det| 3 1
10
—1
+ (D304 (=D det| 1
3

=1)-04(=1)-—1-—6
+(1)-04(=1)-1-10
=-16

Damit sind die Rénge von A, D voll, die von B, C nicht, also

rang(A) = 3, rang(D) = 5, aber
rang(B) < 3, rang(C) < 4
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Aufgabe 104

Man berechne alle reellen Eigenwerte und die dazu gehorenden Eigenvektoren der Matrizen

1 00 210 I 2 1
A=1|1 11}, B=|1 2 0], C={12 1 -1
1 =31 0 01 I -1 =2

Lésungshinweis:

A) det(A—AE) = (1—-1)3=(=3(1—-21))
= (1=2)(1=21)*+3))

=(1-M)A%*=-214+4) =0
Also einziger reeller Eigenwert A = 1.

0 0 0\ [/x1 0
Eigenvektor: (A —AE)x =0 < |1 0 1]|x2] =10
I =3 0/ \x3 0

1
— X3 = —X1, X2 = 3X1

3a
= EV = al.,a#0
—3a

B) det(B—AE)=(2—-1)2%-(1—-2)—(1—-1)=—(1-21)2*1-3)
doppelte Nullstelle bei A1, = 1 = 2 Eigenvektoren zu diesem Eigenwert:

)()-0)

<= X1 = —Xx2, x3 beliebig

—a 0
:>EV1( a) ,a;éo,:>EV2(0) ,b#0
0 b

Eigenvektor zu A3 = 3:

-1 1 0\ [x 0
(B—23E)x=0<= | 1 =1 o0f|x2|=10
0 0 —2) \x; 0

< X1 =x2,x3=0

c
@EV3=(€),C7EO
0

C) det(C —AE)=(1-1)*(-2-2)—2-2—(1=A+1—-21+4(-2-2))
=2+ =109-1)=1B3-1)B+1)

Eigenvektor zu A1 > = 1:

1
(B—2X12E)x =0 < (1
0

O = =
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= A1 =0, =3,A3 = -3
Eigenvektor zu A; = 0
I 2 1\ [x; 0
(C—ME)X=0<< |2 1 —1|]|x]|=10
I -1 =2/ \x3 0

<= (mit GauB-Alg.) x; = x3,xp = —x3

a
=EVi=|—-a]|.,a#0
a
Eigenvektor zu A, = 3
-2 2 1 X1 0
(C—ME)x =0 — 2 =2 —1]|x2]=1]0
I =1 =5/ \x3 0

< (mit GauB-Alg.) x; = x2,x3 =0

b
= EV,=|b|.b#0
0
Eigenvektor zu A3 = —3
4 2 1\ [x1 0
(C—A3E)x=0 << |2 4 -1 x2|l=10
I -1 1 X3 0
< (mit GauB-Alg.) x; = —1x;,x, = 3
—c
= EV3 = c|,c#0
2c
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Aufgabe 105

Man bestimme eine symmetrische 3 x 3—Matrix, deren Eigenwerte und entsprechende Eigen-

vektoren wie folgt gegeben sind:

Lésungshinweis:

Eigenwert zugehoriger Eigenvektor
A1 1 (1, 1, 0)
As —1 1, -1, 0)
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LineareGleichungssysteme

Aufgabe 106

Aus den Werkstoffen A, A, werden Zwischenprodukte Az, A4, A5 und Endprodukte Ag, A7
hergestellt. Die nachfolgende Graphik stellt die Verkniipfungen dar.

AG

®
i
®1©®

aij . . . . .
Die Pfeilbewertung a;; mit A; —> A; gibt an, wie viele Mengeneinheiten von A; zur
Herstellung einer Einheit A; benotigt werden.

Wie viele Einheiten von Ay, A, Az, A4 werden bendtigt, wenn von A5, Ag, A7 genau 50, 200,
120 Einheiten verkauft werden konnen?

Lésungshinweis:

Sei x;(i = 1,...,7) der Gesamtbedarf
(+ Verkauf) von A;.

Dann ergibt sich der Reihe nach:

x7 = 120, x¢ = 200, x5 = 490,
x4 = 1460, x3 = 840, x, = 6790, x7 = 2620
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Aufgabe 107

a)

b)

Welche der folgenden Aussagen iiber lineare Gleichungssysteme sind wahr bzw. falsch?

(Begriinden Sie Thre Antwort!)

a.1) Ein lineares Gleichungssystem mit 7 Gleichungen und n Variablen ist stets 16sbar.

a.2) Ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Variablen ist nicht immer
16sbar.

a.3) Wenn ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Variablen l16sbar
ist, dann ist die Losung eindeutig.

a.4) Ein lineares Gleichungssystem mit mehr Gleichungen als Variablen ist nicht 16s-
bar.

a.5) Ein lineares Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als Variablen kann ein-
deutig losbar sein.

Fiir ein lineares Gleichungssystem Ax = b sei die erweiterte Koeffizientenmatrix ( A | b)

durch
11
0 1
gegeben.

b.1) Geben Sie die allgemeine Losung des homogenen Systems (b = 0) sowie eine
spezielle Losung des inhomogenen Systems an.

b.2) Fiir welche a € R ist das gegebene Gleichungssystem losbar?

b.3) Gibteseina € R, so dass x! = (1, — 1,2,1,0) das Gleichungssystem Ax = b
10st?

20
1 0

N~

clz) mit aelR

Lésungshinweis:

112 0 4
0110 2

')

x3=x4=0,x5 =1, x1 =—2,x, =—1, x1, x2- Basis, x3, x4, x5- Nicht-Basis

X1 X2 X3 X4 X5

M 1 1 2 0 4 aq

2 0 1 1 0 2 1
1 0 1 0 2 a—1 ()—()
01 1 0 2 1 )

» Spezielle Losung des inhomogenen Systems (Startpunkt)

X3=X4=X5=O=>x§=(a—1 1000

Allgemeine Losung des homogenen Systems (Richtungsvektoren):

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Augst

x3=1,x4=0, x5=0 = x] = (-1 =11 0 0)
x3=0, x4=1,x5=0 = xI = (0 0 0 1 0)
x3=0, x4=0, x5=1 = x,,T1 =(-2-2001)
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a—1 —1 0 -2
1 —1 0 -2
L={xeR>: 0 |+nl 1l+n]lol+n]| 0]:t1,62,13 €eR
0 0 1 0
0 0 0 1

= LGS ist fiir alle a € R 16sbar.
b3)xT=(1—-1210)

x5=04+0-114+0:-524+1-23=0 =1=0
X4 =04+0-t1+1-t04+0-t3=1 =1t =1
x3=04+1-614+0-,4+0-13=2 =1t =2

= Losungsvektor:a —1+2-(-1)+1-04+0-(-2)=1=>a—-14+(-2)=1=a=4
1+2-(-1)+1-040-(-2)=-1

04+2-141-04+0-0=2

04+2-04+1-14+0-0=1

04+2-04+1-04+0-1=0
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Aufgabe 108

Die Abteilungen A;, A,, A3 eines Betriebes sind durch mengenmifBige Leistungen a;;
(i,j = 1,2,3) von A; nach A; gegenseitig verbunden. Jede der Abteilungen gibt ferner Leis-
tungen b; (i = 1,2,3) an den Markt ab und hat sogenannte Primérkosten ¢; (i = 1,2, 3) zu
tragen. Gegeben seien folgende Daten:

0 10 10 by 40 1 50
A= (a,-j)3,3 =120 0 10 s bz =170 s, C2 | = 170
30 10 O b3 60 c3 60

a) Formulieren Sie mit den Variablen x1, x5, x5 fiir die innerbetrieblichen Verrechnungs-
preise ein lineares Gleichungssystem fiir ein innerbetriebliches Kostengleichgewicht der
Abteilungen A1, A,, Az .

b) Losen Sie das Gleichungssystem von a) und interpretieren Sie das Ergebnis.

Lésungshinweis:

a)
Abteilung  Sek.kost. Sekundérkosten
fiir abgegebene fiir erhaltene Leistg.
Leistungen + Primérkosten
Aq x1(40 4+ 10 + 10) 50 4 20x2 + 30x3

A3 X3(60 + 30 + 10)

170 + 10x; + 10x3
60 4+ 10x; 4+ 10x;

= 60x1 — 20xp, — 30x3 = 50
—10x7 +100x, — 10x3 = 170
—10x; — 10x2 +100x3 = 60

b) GauBalgorithmus liefert:
x3 = 1 (Verrechnungspreis Abteilung A1),
x2 =2 (V.P. Abt. A3),
x1 =2(A43)
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Aufgabe 109

Gegeben sind die beiden folgenden Gleichungssysteme:

(Gl) X1 + X2 + X3 = 4 (Gz) 3X1 + X2 + 2X3
X1 + x — x3 =0 X1 + x2 + X3
X1 — X2 + x3 = 2 2x1 + X3

a) Welches der beiden Gleichungssysteme besitzt keine Losung, eine
eindeutige Losung, unendlich viele Losungen?

b) Wie verdndert sich die Losungsmenge von (G1), wenn die Gleichung
—X1 + x2 + x3 = 2 zusitzlich beriicksichtigt werden soll?

¢) Wie verindert sich die Losungsmenge von (G,), wenn die Gleichung
2x1 + x3 = 1 entfallen soll?

d) Bestimmen Sie fiir (G1) und (G»), falls moglich, eine Losung mit x3 = 1.

Lésungshinweis:

a) Gj: eindeutige Losung mit
X3 =2,xz = 1,X1 =1
G2: unendlich viele Losungen, z.B. der Form:
X3 € Rbel, x1 = %—%)@,,)Q = %—%X3
b) Einsetzen: —x1 + x5 + x3 = —1 + 1 + 2 = 2 = keine Verdnderung der Losung
¢) 3. Gleichung entfillt = Keine Verdnderung der Losungsmenge
d) G1: x3 =1 = Widerspruch, damit G nicht l6sbar.
e) G2:x3=1= X; =0,x, = 1. Damit ist G, eindeutig 16sbar.
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Aufgabe 110

Ein regionaler Markt wird von drei konkurrierenden Produkten Py, P,, P; beherrscht. Bezeich-
net man mit @;; € [0,1] den Anteil von P;-Kdufern zum Zeitpunkt r € N, der zum Zeitpunkt
t + 1 € N das Produkt P; kauft, so charakterisiert die Matrix

06 04 O
A = (aij)33 = 0,2 0,6 0,2
0 02 08

die anteiligen Kéuferfluktuationen zwischen den Produkten. Ferner beschreibt der Vektor
xI' = (05,05, 0)
die Marktanteile der Produkte Py, P,,P3 zum Zeitpunktz = 1.

a) Interpretieren Sie die in A und x; enthaltenen Nullen.

b) Berechnen Sie die Marktanteile der Produkte zu den Zeitpunkten 1 = 2,3 und begriinden
Sie die Marktanteilszuwichse von Pz mit Hilfe von A.

c) Geben Sie eine stationire Marktverteilung an, das heiBt, fiir beliebiges / € N sind x!
und x| = xT A identisch.

Lésungshinweis:

a) apz = a1 = 0: Der Kéuferanteil, der im Zeitpunkt ¢ + 1 gegeniiber  von P nach P3 bzw. von
P53 nach Py wechselt, ist 0.
x13 = 0: Zum Zeitpunkt = 1 ist der Marktanteil von P3 gleich 0.
b) xI' =xT4=(04,05,0,1)
xI =xTA4=1(0,34,0,48,0,18)
Wachsende Marktanteile von Ps3:
a3 = azp = 0,2: P, gibt an P3 20% seines Marktanteils ab, ebenso Pz an P».
Andererseits ist der Marktanteil von P3 fiir + = 1,2 jeweils kleiner als der Marktanteil von P;.
Wegen aj3 = a3; = 0 spielt dabei P; keine Rolle.
O y=xi=x41 =y =yTA=yT(E-A) =0" mity, +y24+y3 =1
= stationidre Marktverteilung
yT =(0,2,0,4,0,4)
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Aufgabe 111

Ein TeegroBhindler fiihrt drei Sorten Tee: Darjeeling, Nepal und Java mit den Anfangsbe-
stinden x1,x2,X3 .

Der Lagerbestand zu Beginn der ersten Woche betridgt 32 Tonnen. Nach der ersten (zweiten)
Woche hat er 25 % (50 %) des Bestandes an Darjeeling und jeweils 20 % (40 %) des Bestan-
des an Nepal bzw. Java verkauft. Der Lagerbestand betrédgt nach der ersten (zweiten) Woche
25 (18) Tonnen. Nach der dritten Woche hat er bei einem Gesamtlagerbestand von 5.2 Tonnen
noch Vorrite von 10 % Darjeeling und jeweils 20 % Nepal bzw. Java (im Vergleich zu deren
Anfangsbestinden).

a) Formulieren Sie ein lineares Gleichungssystem mit den unbekannten Variablen x1,x,,x3,
das alle gegebenen Informationen angemessen wiedergibt.

b) Ermitteln Sie alle 6konomisch sinnvollen Losungen des Gleichungssystems.

c) Verwerten Sie — falls moglich — die zusitzliche Information, dass zu Beginn der ersten
Woche der Vorrat an Darjeeling um 20 % hoher war als der Vorrat an Nepal.
Wie verindert sich damit die Losung von b)?

Lésungshinweis:

a) Lagerbestand zu Beginn: x; 4+ x» + x3 = 32
Lagerbestand nach der 1. Woche:
0,75x1 + 0,8x5 + 0,8x3 = 25
Lagerbestand nach der 2. Woche:
0,5x1 + 0,6x2 + 0,6x3 = 18
Lagerbestand nach der 3. Woche:
0,1x; +0,2x2 + 0,2x3 = 5,2

b) GauBalgorithmus liefert:

L={xeR3 x5 =12,x; +x3 =20}
) x1=12-x=12=x=10= x3 =10

136



2017/18 — Aufgabensammlung - (Seite 137 von 137)

nter

iematik — Wi

g — Wir

Prof.Dr. Stefan Etschberger — Hochschule Al

Aufgabe 112

Eine Brauerei stellt 3 Biersorten her: Hell, Pils und Bock. Die Herstellung erfordert eine Ar-
beitszeit von 2 Stunden fiir 1 hl Hell, 4 Stunden fiir 1 hl Pils und 5 Stunden fiir 1 hl Bock,
wobei insgesamt genau Z Arbeitsstunden zu leisten sind. Das fiir Werbung bewilligte Budget
betrigt 35.000 €, wobei die Werbekosten je hl Hell und Bock 1 € und bei Pils 2 € betragen.
Der Gewinn pro hl betrigt 10 € bei Hell, 20 € bei Pils und 30 € bei Bock. Insgesamt soll ein
Gewinn von 550.000 € erzielt werden.

a) Formulieren Sie das gegebene Gleichungssystem.

b) Ermitteln Sie die 6konomisch sinnvolle Losungsmenge. (Hinweis: die zu produzieren-
den Einheiten an hl Bier sind nicht negativ). Fiir welchen Arbeitseinsatz Z gibt es keine
Losung, genau eine Losung, mehrere Losungen?

c) Skizzieren Sie das in b) erhaltene Ergebnis.

Lésungshinweis:

X1,X2,x3 € Ry: Biermenge in hl fiir Hell (x7), Pils (x2) und Bock (x3)

a) 2x1 + 4xp + 5S5x3 = Z (Arbeitszeit)
X1+ 2x2+ x3 = 35000 (Werbung)
10x; +20x, +30x3 = 550000 (Gewinn)

a) GauBalgorithmus liefert:
Keine Losung fiir Z # 100;
fir Z = 100: = x3 = 10000 und x1 + 2x2 = 25000. Damit Lésungsmenge:

X1 25000 -2
L={x=1] x» eRi:x= 0]+4 1 ,LAeR
X3 10000 0

Okonomisch sinnvolle Losungen fiir x1, x5 > 0. Damit: 0 < A < 12500
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Aufgabe 113

Gegeben sind die Matrizen:

1 1 1 1 1 111
I 1 -1 -1 1 100
A= 1 -1 1 —-1]" B = 1 010
I -1 -1 1 1 0 01

a) Zeigen Sie, dass %A orthogonal ist.
b) Berechnen Sie B~!.
c) Losen Sie das Gleichungssystem AB x = ¢ mit

xT = (1, x2x3.x4), ¢ =(1,2,3,4)

unter Verwendung von b).

Lésungshinweis:

a) Ausmultiplizieren liefert:
A-gA=E=A'=34

i
—1 1 1 1
1 1 -1 -1
-1 _ l

b) BT =3 1 =1 1 =1

1 -1 -1 1
-2,0
¢) Von links (!) mit B~! A~! multiplizieren ergibt: x = B~1A7 ¢ = i’g
2,0
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