
Wirtschafts- und Finanzmathematik
für Betriebswirtschaft und International Management

Wintersemester 2017/18

04.10.2017 Einführung, R, Grundlagen 1
11.10.2017 Grundlagen, Aussagen 2
18.10.2017 Aussagen 3
25.10.2017 Mengen, Folgen, Reihen 4
01.11.2017 Allerheiligen
08.11.2017 Reelle Funktionen einer Variablen, Stetigkeit 5
15.11.2017 Differentialrechnung 6
22.11.2017 Differentialrechnung 7
29.11.2017 Integration 8
06.12.2017 Finanzmathematik 9
13.12.2017 Matrizen, Vektoren, Lineare Gleichungssysteme 10
20.12.2017 Determinanten, Eigenwerte 11
29.12.2017 Weihnachten
05.01.2018 Weihnachten
10.01.2018 Puffer, Wiederholung 12
19.01.2018 Beginn der Prüfungszeit

Prof. Dr. Stefan Etschberger
HSA
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 # Gilt x^100 >= x! für alle x in IN?

Auswertung = function(n=10) {
  D = data.frame( x=x <- 1:n, 'x hoch 100'=x^100, 'x Fakultät'=factorial(x))
  
print(D)

readline(prompt="Press [enter] to continue")
plot(D$x, D$x.hoch.100, col="red", pch=19)
points(D$x+0.2, D$x.Fakultät, col="blue", pch=19)
grid()

readline(prompt="Press [enter] to continue")
plot(D$x, D$x.hoch.100, col="red", log="y", pch=19, main="Logarithmische y-Achse")
points(D$x+0.2, D$x.Fakultät, col="blue", pch=19)
grid()
}

Auswertung(10)

ste
Text Box
    x    x.hoch.100 x.Fakultät
1   1  1.000000e+00          1
2   2  1.267651e+30          2
3   3  5.153775e+47          6
4   4  1.606938e+60         24
5   5  7.888609e+69        120
6   6  6.533186e+77        720
7   7  3.234477e+84       5040
8   8  2.037036e+90      40320
9   9  2.656140e+95     362880
10 10 1.000000e+100    3628800
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Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

2.1. Einführung

2.2. Aussagenverknüpfungen

2.3. Argumentieren

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
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Argumentationstechniken

Direkter Beweis einer Implikation A ⇒ B (analog Äquivalenz A ⇔ B):

A⇒ C1 ⇒ C2 ⇒ . . .⇒ B

Beweis von A ̸⇒ B durch Gegenbeispiel

Beweisprinzip der vollständigen Induktion für Allaussagen

• Induktionsanfang: Beweis der Aussage für kleinstmöglichen Wert von n
(oft n = 0 oder n = 1 )

• Induktionsvoraussetzung: Annahme, dass die Aussage für n wahr ist
• Induktionsschluss: Beweis (unter Ausnutzung der Induktionsvoraussetzung), dass die

Aussage auch für n+ 1 gültig ist

Beispiel (vollst. Induktion): A(n) =
n∑

i=1

i =
n(n+1)

2 ;n ∈ N

• Ind.-Anfang: n = 1 :
1∑

i=1

i = 1 = 1·2
2

= 1

• Ind.-Schluss:

n+1∑
i=1

i =

n∑
i=1

i+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1)

=
n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
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Beispiel: Beweis durch Gegenbeispiel

Ausgangspunkt: Die ökonomische Gleichung

Gewinn = Umsatz − Kosten

Daraus:

A: Für zwei Produkte stimmen Umsätze und Kosten überein
B: Für zwei Produkte sind die Gewinne gleich

Damit gilt: A⇒ B , andererseits aber B ̸⇒ A .

Gegenbeispiel zur Bestätigung von B ̸⇒ A:

Für zwei Produkte gegeben:

• Umsätze u1 = 2,u2 = 5
• Kosten c1 = 1, c2 = 4

Dann ist g1 = u1 − c1 = 2− 1 = 1 = u2 − c2 = 5− 4 = g2 , aber u1 ̸= u2 ,
c1 ̸= c2 .
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1 Grundlegende Bausteine
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Warum Mengen?

Mengen sind natürliche Betrachtungsgegenstände in den
Wirtschaftswissenschaften:
• Kundensegmente
• Produktgruppen
• Handlungsalternativen
• etc.

Mengen erlauben die effiziente Gruppierung von Objekten sowie die
Repräsentation ihrer Eigenschaften und Beziehungen

mengenorientierte Schreibweisen bilden die Grundlage der Darstellung
zahlreicher mathematischer Methoden wie z.B. im Operations Research
oder in Methoden der Marktforschung

Wesentliche Lernziele

Verstehen des Begriffs Menge

Fähigkeit Mengen darzustellen und Operationen mit ihnen
durchzuführen

Beherrschen der grundlegenden kombinatorischen Methoden, die
Elemente einer Menge anzuordnen bzw. eine Teilmenge davon
auszuwählen

Fähigkeit Beziehungen zwischen Mengenelementen darstellen zu
können
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Grundbegriffe

Menge A: Gesamtheit bestimmter unterscheidbarer
Objekte (Elemente)

Es kann immer entschieden werden:

a ∈ A oder a /∈ A

Mengendefinition durch Aufzählen (A = {a,b,c, . . .})

oder Beschreibung der Elemente; zum Beispiel
B = {b : b ∈ N ∧ 0 < b < 10}

Veranschaulichung durch Venn-Diagramme:

a

c

d
b

e A

Venndiagramme der Menge {a,b,c,d,e} (links)
und der Menge A (rechts)

6
Mengen und ihre Operationen

Der Umgang mit Mengen ist zentral in der modernen
Mathematik. In diesem Kapitel werden wir den Men-
genbegriff näher fassen und Mengen zueinander in
Beziehung setzen, danach Mengen miteinander ver-
knüpfen und so die allgemeine Grundlage für Funktio-
nen und ihre Eigenschaften legen.

6.1 Mengenbegriff

Am Ende des 19. Jahrhunderts begründete G. Cantor
(Abbildung 6.1) die Mengenlehre.

Abbildung 6.1: Georg
Cantor (1845-1918)

Er beginnt mit der Erklärung:

„Unter einer Menge ver-
stehen wir jede Zusammen-
fassung von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objek-
ten unserer Anschauung oder
unseres Denkens, welche die
Elemente der Menge ge-
nannt werden, zu einem
Ganzen.“

Diese Erklärung gibt sicher-
lich eine gewisse Vorstellung vom Mengenbegriff wie-
der, sie kann jedoch nicht als Definition angesehen
werden, denn die verwendeten Begriffe wie „Zusam-
menfassung“, „Objekte“, „Ganzes“ müssten erst prä-
zisiert werden. Darüber hinaus führt die Cantorsche
Erklärung zu Widersprüchen.

Bekannt ist die Antinomie von B. Russel (Abbil-
dung 6.2), die durch folgende Aussage veranschaulicht
werden kann:

„Ein Barbier rasiert genau alle Männer eines Dorfes,
die sich nicht selbst rasieren.“

Gehört also der Barbier zu der Menge aller Männer,
die sich nicht selbst rasieren, so rasiert er sich dennoch
selbst. Gehört er zur Menge aller Männer, die von ihm
rasiert werden, so rasiert er sich nicht selbst.

Abbildung 6.2: Bertrand Russell (1872-1970)

Derartige Schwierigkeiten können wir umgehen, wenn
wir in der Lage sind, für jedes Objekt im obigen Sinne
mit „wahr“ oder „falsch“ zu entscheiden, ob es zur
Menge gehört. In vielen konkreten Anwendungsfällen
ist aber in diesem Sinne klar, was unter einer Menge
und ihren Elementen zu verstehen ist, z. B. bei Mengen
von bestimmten Anbietern, Nachfragern, Institutionen,
Gütern, Investitionsalternativen, Marktanteilen, Prei-
sen, Zahlen, Punkten, Aussagen, Gleichungen usw.
Wir verwenden deswegen diesen sogenannten naiven
Standpunkt der Mengenlehre nach Cantor für unsere
weiteren Überlegungen.

Im folgenden Abschnitt befassen wir uns zunächst mit
Mengen in aufzählender und beschreibender Form
sowie mit den Begriffen Teilmenge, Potenzmenge,
Durchschnitt, Vereinigung, Differenz und Komple-
ment. Der Begriff der Menge und ihre elementaren, al-
gebraischen Verknüpfungen spielen in allen folgenden
Kapiteln eine zentrale Rolle. So geht es in der linearen
Algebra um Mengen von Vektoren und Matrizen oder
auch um Lösungsmengen von linearen Gleichungs-
und Ungleichungssystemen. In der Analysis dient der
Mengenbegriff insbesondere zur Beschreibung von
Definitions- und Wertebereichen, aber auch zur Dar-
stellung der Lösungen von Differenzen- und Differen-
tialgleichungen oder Optimierungsaufgaben.

55

Opitz u. a., (2017, S. 55)

Mächtigkeit einer Menge: Anzahl der Elemente einer Menge; Symbol: |A|

Leere Menge: enthält keine Elemente; Symbole: ∅ = {}
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Paradoxa in naiver Mengenlehre6
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Opitz u. a., (2017, S. 55)

Antinomie von Betrand Russell
(1872 - 1970)

„ Der Barbier eines Dorfes rasiert genau alle
Männer eines Dorfes, die sich nicht selber rasie-
ren “

Unklar: Gehört der Barbier zur Menge der
Selbstrasierer?

Problem der „naiven“ Mengenlehre

Widersprüche (s.o.)!

Lösung: Axiomatische Mengentheorie

Erster Ansatz mit Axiomen: Georg Cantor

verbreitet in moderner Mathe: Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
mit Auswahlaxiom (ZFC)

Trotzdem hier im Kurs: Naiver Ansatz
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Relationen und Operationen zwischen Mengen

Gleichheit: A = B ⇔ (a ∈ A⇔ a ∈ B)
Teilmenge: A ⊆ B ⇔ (a ∈ A⇒ a ∈ B)
Echte Teilmenge:
A $ B ⇔ (A ⊆ B∧A ̸= B)

Potenzmenge P(A): Menge aller
Teilmengen von A

Bemerkung: ∅ ist Teilmenge jeder Menge

Mengenoperationen

Durchschnittsmenge:
A ∩ B = {a : a ∈ A∧ a ∈ B}
Vereinigungssmenge:
A ∪ B = {a : a ∈ A∨ a ∈ B}

Differenzmenge: A\B = {a : a ∈ A∧ a /∈ B}
Komplementärmenge (Vorauss. A ⊆ B):
AB = {a : a ∈ B∧ a /∈ A}

B A

Teilmenge A $ B

A B
A ∩ B

Durchschnittsmenge
A∩B

A BB
A ∪ B

Vereinigungsmenge A∪B

B \A A

B

Differenzmenge B ohne A
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Beispiel: Skiclub „Buckelpiste“ (Opitz u. a., 2017, S. 64)

Vereinsmeisterschaft in den
Disziplinen Abfahrt (A),
Slalom (S) und
Riesenslalom (R)

40 Teilnehmer, davon 15 für
Abfahrt, 20 für Slalom, 30 für
Riesenslalom.

Alle Slalomteilnehmer: Auch
Riesenslalom.

Zwei Teilnehmer: Alle drei
Disziplinen

Damit gilt

|A| = 15 , |S| = 20 ,

|R| = 30 ,

|R∩ S| = 20 ,

|R∪ S| = 30 ,

|R \ S| = 10 ,

|A∩ S∩R| = |A∩ S| = 2 ,

|A∪ S∪R| = |A∪R| = 40

Daraus folgt:

|A∩R| = |A|+ |R|− |A∪R|

= 15+ 30− 40 = 5

|A∪ S| = |A|+ |S|− |A∩ S|

= 15+ 20− 2 = 33

|(A \R) \ S| = |A \R| = |A|− |A∩R|

= 15− 5 = 10

|(R \ S) \A| = |R|− |R∩A|− |R∩ S|

+ |R∩ S∩A|

= 30− 5− 20+ 2 = 7

18

|S| = 20

2 3 10
7

|A| = 15

|R| =
30

Venndiagramm zum Beispiel
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Relationen und Abbildungen

Ausgangspunkt: Mengen A,B

Daraus: Kombination von zwei Elementen
(mit Reihenfolge): (a, b) mit a ∈ A und b ∈ B
Sprechweise für (a, b): Geordnetes Paar, Tu-
pel

Menge aller geordneten Paare von A und B
(auch: kartesisches Produkt)

A× B = {(a, b) : a ∈ A∧ b ∈ B}

R ⊆ A× B heißt (binäre) Relation von A in B

7
Binäre Relationen

7.1 Einführung und Darstellungsformen

Wir bauen nun die Mengenlehre in einer weiteren Rich-
tung aus und gehen dazu von zwei MengenA;B sowie
a 2 A und b 2 B aus. Kombiniert man die Elemente
in der Form .a; b/, wobei es auf die Reihenfolge von a
und b ankommt, so spricht man von einem geordneten
Paar .a; b/. Die geordneten Paare .a; b/ und .b; a/
sind also für a ¤ b verschieden.

Wir fassen im folgenden diese geordneten Paare zu ei-
ner Menge zusammen und definieren damit das kartesi-
sche Produkt, das auf den französischen Mathematiker
und Philosophen René Descartes (siehe Abbildung 7.1)
zurückgeht.

Abbildung 7.1: René Descartes (1596-1650)

Definition 7.1
Die Menge aller geordneten Paare .a; b/ mit der
Eigenschaft, dass a zu einer Menge A und b zu ei-
ner Menge B gehört, heißt das kartesische Produkt
von A und B , man schreibt

A � B D f.a; b/ W a 2 A; b 2 Bg :
Für die geordneten Paare .a; b/ und .c; d/ aus
A � B erklärt man

.a; b/ D .c; d/ () a D c ^ b D d;

.a; b/ ¤ .c; d/ () a ¤ c _ b ¤ d:
Entsprechend zu A � B schreibt man

B � A D f.b; a/ W b 2 B; a 2 Ag :
Für A D ; vereinbart man

; � B D B � ; D ; ;
analog für B D ; : Im Übrigen gilt

A � B ¤ B � A für A ¤ B
A � B D B � A für A D B :

Interessiert man sich für die Anzahl der Elemente von
A � B , so ist die folgende Aussage unmittelbar ein-
leuchtend.

Satz 7.2
A;B seien endliche Mengen mit

jAj D n und jBj D m :
Dann ist

jA � Bj D jB � Aj D
jAj � jBj D n �m :

65

Opitz u. a., (2017, S. 65)

Abbildung von A in B: Eine Vorschrift f,
die jedem a ∈ A genau ein b ∈ B zuordnet

f : A→ B mit a ∈ A 7→ f(a) = b ∈ B
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Beispiel: Relation

Gegeben: Menge A× B = R2

und Relation R ⊆ R2 mit

R = {(x, y) ∈ R2 : y = x2}

Damit: R enthält alle
Zahlenpaare des R2, die
oberhalb einer Parabel mit
dem Scheitel im Nullpunkt
liegen

R ist keine Funktion
−2 −1 1 2

1

2

3

x

y

Graph der Relation
R = {(x, y) ∈ R2 : y = x2}
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Beispiel: Relationen und Abbildungen

A = {a1, a2, a3, a4, a5, a6} ist Menge von Tätigkeiten,

die von einer Menge B = {b1, b2, b3, b4} von Angestellten zu
erledigen sind.

Gegeben: Zuordnungsvorschriften

ai a1 a2 a3 a4 a5 a6

f1(ai) b1 b2 b3 b4

f2(ai) b1 b2 b2 b2, b3 b3 b4

f3(ai) b1 b1 b1 b1 b1 b1

f4(ai) b1 b3 b2 b2 b3 b4

Welches fi ist eine Funktion?
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Eigenschaften von Funktionen

Eine Funktion f : D → W heißt:

surjektiv, wenn zu jedem y ∈ W ein x ∈ D mit f(x) = y existiert,

injektiv, wenn für alle x, x̃ ∈ D gilt x ̸= x̃ ⇒ f(x) ̸= f(x̃),

bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Beispiel

Gegeben: A = {a1,a2,a3} ,B = {b1, b2, b3, b4}

Funktionen f1 , f2 :

a ∈ A a1 a2 a3

f1(a) a2 a3 a1

f2(a) b1 b2 b3

f1 : A → A

a1

a2

a3

a1

a2

a3

f2 : A → B

a1

a2

a3

b1

b2

b3

b4

Funktionen f3 , f4 :

b ∈ B b1 b2 b3 b4

f3(b) a1 a1 a2 a3

f4(b) b3 b4 b1 b2

f3 : B → A

a1

a2

a3

b1

b2

b3

b4

f4 : B → B

b1

b2

b3

b4

b1

b2

b3

b4

Die Funktionen f1, f4 sind bijektiv, f2 ist injektiv, f3 ist surjektiv.
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