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Testfrage: Gleichungen 1

Quadratische Gleichung
Falls a,x # 0 sind fir die Gleichung

2a?
X— 0= —
X

in Abhangigkeit von a folgende x € R eine L&sung:



Testfrage: Gleichungen 1

Quadratische Gleichung (,__>Ax1._ix _,_Cuz. o

Falls a,x # 0 sind fiur die Gleichung ke, = % (atfasgar’)

2a? "hlatsa) = {23

X—a=—
X

in Abhangigkeit von a folgende x € R eine L&sung:

A a

B 2aund —a mB

C 3,5aund —2,5a @ C
D es gibt keine Lésung @ D

E ' Ich habe kein oder ein anderes Ergebnis. @ E
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Testfrage: Gleichungen 1

Quadratische Gleichung
Falls a,x # 0 sind fir die Gleichung

2a?
X— 0= —
X

in Abhangigkeit von a folgende x € R eine L&sung:

A a

B 2aund —a

C 3,5aund —2,5a

D es gibt keine Lésung

E ' Ich habe kein oder ein anderes Ergebnis.

Richtig: | B



Testfrage: Gleichungen 2

Die Gleichung
X—6 5 x—7

1—x+(1—x)(x—6) X —6
hat folgende Losungsmenge L:

[P Qub)"&g‘ = (x-3)(1-%)
& xtalx+ 41 = -xte8x-7
& xt-wxiu4g =0
Xqy, = % (-u,*.\lqoo ~g§-43 )
=g = { :
aber x=6 wicht
=) eunvise, (3¢ ® X =Y
= L=5u}

X#"nb

Ha:  (A-x)(x-6)
— orldi f‘ mil HA

8] 2. 0
0O+
2] o I&
(6 ] 18% ¥
17 50% J:
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Testfrage: Gleichungen 2

Die Gleichung
X —6 n 5 - x—7
T—x (1—x)(x—6) x—6 x#1,6
hat folgende Losungsmenge L: WAt (a-x)(%-6)
— wuldipl. mit HY
A L={64} & (x-6)+5 = (x-9)(1-%)

> talxe 41 = -xT+8x-7
& 2xt-wx4U4g =0

B) L=1{61) <= % (wtws = gr) (8 ] 24% )

=sia={g4

) L=0 SR 00:
L=

o) 1 =) g Qc

3y D

7] 5% I

E ' Ich habe kein oder ein anderes Ergebnis.
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Testfrage: Gleichungen 2

Die Gleichung
X —6 5

T—x " 0—x)x—86)
hat folgende Losungsmenge L:
A L={e6,4}
B L={6,1}
C L={1}
D L={4}

E ' Ich habe kein oder ein anderes Ergebnis.

Richtig: (D



Testfrage: Gleichungen 3

Betragsgleichung
Die Gleichung
x —3|—1[2x +4| =0

hat folgende Losungsmenge L:



Testfrage: Gleichungen 3

Betragsgleichung
Die Gleichung
x —3|—2x+4| =0

hat folgende Losungsmenge L:
Al L={3-2}
B L={-7}
D L={3}

E ' Ich habe kein oder ein anderes Ergebnis.



Testfrage: Gleichungen 3

Betragsgleichung
Die Gleichung

x —3|—1[2x +4| =0
hat folgende Losungsmenge L:
& | x-3] =lix+u
A L={3,—2} & =pbtat v k)= iay

¢ -q=x v -q =3x
e [ x=-3 v x=-%

B L={-7}

D' L={3}

E ' Ich habe kein oder ein anderes Ergebnis.

Richtig: | C

!
>

w n

| |

Od-
OO:
2] I
0O

(23] o5 I
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Testauswertung:

lhr Ergebnis: Ubungsmaterial
Aufgaben 6.1 - 6.19 aus

3 Antworten richtig: Sie
wirken ausgeglichen!

2 Antworten richtig: Rechnen

Sie die Pl
i} |

Aufgaben 6.12-6.19! Vorkurs
Nur 1 Antwort richtig: Mathematik
Rechnen Sie die zumStutril:iﬁbl;;:
Aufgaben 6.8 - 6.1 9! in Eachefor-Studieng&nggen
Keine Antwort richtig: 3
Rechnen Sie die

&) Springer

Aufgaben 6.1 -6.19!
http://goo.gl/gqHWN7X


http://goo.gl/qHwN7X

Gliederung

OO0 9OO0DOO

Grundlegende Bausteine
Aussagenlogik

Mengen

Folgen und Reihen

Reelle Funktionen

Differentialrechnung
Integration

Finanzmathematik

Lineare Algebra

Opitz u.a., (2017, Kapitel 9, 10)

9 Reelle Funktionen
Grundbegriffe
Elementare Funktionen
Stetigkeit reeller Funktionen



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

Warum beschaftigen wir uns mit reellen Funktionen?

allgemein: kompakte und prazise Beschreibung von
Abhangigkeiten zwischen mehreren Faktoren

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

speziell: Modellierung technischer und 6konomischer Systeme 3. Mengen

4. Folgen und Reihen

Basis fir Analyse und Optimierung von Systemen / Prozessen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe

5.2. Elementare Funktionen

Wesentliche Lernziele 2 Sl
6. Differenzieren
Fahigkeit mit den wesentlichen Begriffen im Zusammenhang 7. Integration
mit Funktionen umzugehen 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

Kennenlernen der wichtigsten Klassen reeller Funktionen
Beherrschen des Stetigkeitsbegriffs

93



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

Beispiel (opitz u.a., 2017, Beispiel 9.1, S. 99)

Fur ein Produkt wird der monatliche Absatz erhoben. Uber ein
Jahr betrachtet erhalt man Absatzwerte fiir 12 Zeitpunkte.

Darstellung der Funktion f: A — B mit

1. Grundlagen

A={1,...,12}, B={1,2,3,4,5): 2. Aussagenlogik
3. Mengen
durch die Wertetabelle 4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 12 5.1. Grundbegriffe
f(t) 3234441245 3 4 Z E':’t“ge:tatre Funktionen
g raph|SCh 6. Differenzieren
7. Integration
4 f t) 8. Finanzmathematik
5 °
9. Lineare Algebra
4 e o o °® °
3 o ® ®
2 ® ®
1 °
t
|
1 2 3 4 5 6 7 8 2 101112

Abbildung: Graph der Funktion f: A — B

94



2 g Wirtschaftsmathematik
Begriff reelle Funktion Feechberger - We017

Definition
f: D — R heil3t reellwertige Abbildung mit T G e
Definitionsbereich D 2 Aussagenlogik
3. Mengen
Mit D C R™ heif3t f reelle Funktion von n Variablen 4. Folgen und Reihen
h_ 21.8. xs(‘t,z.,‘z)elll3 ,
113 x| :“M’: 113 x=(-1,53) € ey 55. 1R:::;::fl;tlonen
Da rSteI I u n g VO n Fu n kt|0 n e n 5.2. Elementare Funktionen
Durch Funktionsgleichungen f(x7,...,xn) =y 6. Difterentieren
x = (x1,...,%Xn): unabhangige (exogene) Variablen 7o (MBI
y: abhdangige (endogene) Variablen 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

Durch Wertetabellen

Durch Graphen

Fir D C R: Darstellung im kartesischen Koordinatensystem
Fur D C R?: 3-dimensionale Darstellung oder Niveaulinien
f(x) =cmitceR

95
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Wirtschaftsmathematik

Belsplel Etschberger - W$2017

Cobb-Douglas-Funktion

neoklassische Produktionsfunktion der Form

1. Grundlagen

fF(X1y oo Xn) = apg - X3! -x52....x%n
( 1y ) TL) 0 1 2 n 2. Aussagenlogik

Beispiel fiir zwei Produktionsfaktoren 3. Mengen
1/2 _1/2 :
f(X] ,Xz) =1- X1/ . XZ/ = /X1 X2 4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe

Dreidimensionale Darstellung Niveaulinien s 5. Hlementare Funktionen
fir f(x7,x2)=cmtc=1/2,...,3 T
5.3. Stetigkeit
4‘ T 6. Differenzieren
1 xz

7. Integration
8. Finanzmathematik

4t 1 \g

9. Lineare Algebra

© \,
Il
1)
| 0.5 :]
O 2 3 at
Xq %20 Vo, =1 &

‘l- .i:‘ 96
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Eigenschaften von Funktionen

Eine Funktion f: D — W mit D C R™ und W C R heilt;

surjektiv, wenn zu jedem y € W ein x € D mit f(x) =y existiert,

injektiv, wenn fir alle x,x € D qgilt x £ x = f(x) # f(x),

bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe
5.2. Elementare Funktionen

5.3. Stetigkeit

6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9.} ineare Algebra

s f s f s f
T ~h h
™ \\\ K / ‘/ ¥
\ Vg | | [ ) / [ )
C 1 C . C
C 1 C "x C
De O¢ O¢
.Slwst.k‘i v ;v\.s{,k'l v b 5Lk~“\r

4
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Eigenschaften von Funktionen
Eine Funktion f: D — W mit D C R™ und W C R heilt;

surjektiv, wenn zu jedem y € W ein x € D mit f(x) =y existiert,
injektiv, wenn fur alle x,x € D gilt x # x = f(x) # f(X),
bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Komposition von Funktionen

Voraussetzung: Funktionen f: D¢ -+ Rund g: Dy — R mit
Df CR™und f(D¢) C D4y CR

Zusammengesetzte Funktion: go f : Dy — R: Zuordnung des
Werts (g o f)(x) = g (f(x)) fir alle x € Dy

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe
5.2. Elementare Funktionen

5.3. Stetigkeit

6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

97



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

Eigenschaften von Funktionen
Eine Funktion f: D — W mit D C R™ und W C R heilt;

surjektiv, wenn zu jedem y € W ein x € D mit f(x) =y existiert,
injektiv, wenn fir alle x,x € D gilt x # X = f(x) # f(X), - rundiagen

2. Aussagenlogik

bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist. 3. Mengen

4. Folgen und Reihen

Komposition von Funktionen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe

Voraussetzung: Funktionen f: D¢ -+ Rund g: Dy — R mit 5.2, Elementare Funktonen
Df g Rn und f(Df) g Dg g R 5.3. Stetigkeit

6. Differenzieren
Zusammengesetzte Funktion: go f : Dy — R: Zuordnung des T

Werts (g o f) (X) =d (f(X)) far alle x c Df 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

Inverse Funktion / Umkehrfunktion

Voraussetzung: bijektive Funktion f: D - W mit D,W C R

Inverse Funktion: f~' : W — D, y — f~'(y), wobei y fir alle
x € D mity = f(x) zugeordnet wird

97



1 . 1 1 Wirtschaftsmathematik
Invertierung: Beispiel Feechborcer - West17

fi:R—>R mit x = f1(x) =2x —

3
f:R—>R mit x = fa2(x) =x" =y

1. Grundlagen

Damit ebenfalls bijektiv: Inverse Abbildungen f;',f;1: R — R mit 5 aussagentosic

3. Mengen
—1
y — f1 (U) — 4. Folgen und Reihen
—1 5. Reelle Funktionen
y H fz (y) 5.1. Grundbegriffe

5.2. Elementare Funktionen

5.3. Stetigkeit
Yy =X 6. Differenzieren
7. Integration
- £ . .
2 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

Graphen
der Abbildungen f4, f5, 171 7]

98



. 1 1 1 Wirtschaftsmathematik
Satz: Operationen zwischen Funktionen Feechberger - We017

Gegeben: f, g : D — R reelle Funktionen mit identischem

Definitionsbereich D C R. o
2. Aussagenlogik
Dann sind auch die folgenden Abbildungen relle Funktionen: 3. Mengen

4. Folgen und Reihen

f+g: D—-R mit x€D +— (f+qg)(x)=f(x)+g(x) >- Reelle Funktionen

5.1. Grundbegriffe
5.2. Elementare Funktionen

f o g : D — R mlt X € D — (f o g)(X) — f(X) o g(X) 6..I.)i;::i]e:tzieren
7. Integration

f . g : D — R m|t X € D —> (f . g)(x) — f(x) . g(x) 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

f: Dy =R mit xeD; = (f>(x):M
g(x)

99



Besondere Punkte bei Funktionen

Gegeben: Reelle Funktion f: D — R mit D C R™

Definitionen

c-Stelle von f: x. € D mit f(x.) = ¢
Mit ¢ = 0 heil3t c-Stelle dann 0-Stelle von f

Maximalstelle oder globales Maximum: /./\/f\

Xmax € D mit f(xmax) = f(x) fur allex € D M;N/ —
o Globale Maxima

7R

Minimalstelle oder globales Minimum:
Xmin € D mit f(xmin) < f(x) flrallex € D

x* € D mit f(x*) f(x) firx € [x* —a,x*x+a] C D

(<)
heil3t lokale Maximalstelle (Minimalstelle), f(x*) lokales
Maximum

Weitere Sprechweisen: Extremal-, Optimalstelle, Extremum,
Optimum

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe
5.2. Elementare Funktionen

5.3. Stetigkeit

6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

100
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Beispiel: Maximal-, bzw. Minim:

Umsatzmaximierung fir zwei

Produkte mit Absatzquanti-

taten xj,x> und Preisen 50

P1,P2:

Gegeben:

Preis-Absatz-Funktionen Yo
x1 =10 —p; 0

und x> = 12 — P2 0

Wegen xi,x, > O und d

P1, P2 = O folgt
P1 € [0,10] und P2 € [0,12]

Gesamtumsatz? Umdodz = X4 Pq t Xo-pa

Maximalstelle? = (10~ p+)-pa +(12-pe)- P2

v v
Minimalstellen? z(:[ : 3
0 5 40 P*\ 0 6 1 pt

rtschaftsmathematik
schberger - WS2017

srundlagen

Aussagenlogik

Viengen
‘olgen und Reihen
.l OP"' Reelle Funktionen
. Grundbegriffe
5 . Elementare Funktionen
. Stetigkeit
differenzieren
7. Integration
8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

101
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Weitere Eigenschaften reeller Funktionen

f beschrankt < es gibt co, ¢; € R mit ¢

f monoton wachsend <
f monoton fallend &

bei strenger Monotonie entfallt ,="
+(1=2)x2)
+(1=2)x2)

f konvex < (x1 #£x2 = f(Ax

f konkav < (x1 #x2 = (Axg
A e (0,1)

bei strenger Konkavitat entfallt ,="
f periodisch mit Periodep >0 <«

f gerade (ungerade) <« f(x) = f(

(x1 < x2 = f(x7)
(x1 < x2 = f(x7)

< f(x) < ¢

f(x) = f(x = p)

—x) (—f(x) = f(

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

mon. Qadubd

flea) ¢
£(a)
x, x, X

Konkov

o € rtdnhackr;am-n‘\
o [0
X f -
=Nfx2)) | N ekt

X

qokswsymm. le Symmb |.SOL
fq 4 fa 4 f3 4 fq 4 [f
xX X / X xX X
' - P -

o

fz ZXZ

f3 =X
Graphen einiger Funktionen

3

fqa =1/x
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Polynome

Definition
p: R — R mit

n
p(x) =ap + arx+ ax® ...+ ax" = Z aix"  (mit a, #0)
i=0

heil3t Polynom n-ten Grades
Schreibweise: grad(p) =n

Satz

Summen, Differenzen und Produkte von Polynomen sind wieder

Polynome.

p(x1) =0=u(x) = % ist wieder Polynom mit

grad(u) = grad(p) — 1

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe
5.2. Elementare Funktionen

5.3. Stetigkeit

6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
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; c Wirtschaftsmathematik
Rationale Funktionen Eeochberger - WS2017

Deﬁ n iti O n 1. Grundlagen
q . D SN R m|t 2. Aussagenlogik
3. Mengen
(X) . . 4. Folgen und Reihen
g (X) = ]]Z; (X) (mlt Pi1,P2 (7é O) sind POIynome) 5. Reelle Funktionen

5.1. Grundbegriffe
5.2. Elementare Funktionen

heilt Rationale Funktion. o stk

6. Differenzieren

7. Integration

S atZ 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

Jedes Polynom ist auch rationale Funktione (z.B. p,(x) = c).

Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten (falls definiert)
von rationalen Funktionen sind wieder rationale Funktionen.
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Weitere Funktionen

z1 [thematik

WS2017

Potenzfunktion

f: Ry — Ry mit f(x) =x%, (a € R) heilst Potenzfunktion.

f ist streng monoton wachsend fiir a > 0 und streng monoton
fallend fir a < 0.

Fur a # 0 existiert eine inverse Funktion f~! zu f

Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion
f:R — R. mitf(x)=a%, (a>0,a#1) heildt
Exponentialfunktion zur Basis a.

g:R, - Rmitg(y) =log,(y), (a>0,a#T1) heildt
Logarithmusfunktion zur Basis a mit g = .

Satz: f, g wachsen streng monoton fiir a > 1 und fallen streng
monoton fur a < 1

3 4
1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe
5.2. Elementare Funktionen

5.3. Stetigkeit

6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
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1 1 Wirtschaftsmathematik
Grenzwert einer Funktion Eeochberger - WS2017

Ausgangssituation
Gegeben: Funktion f : D — Rmit D C R"

1. Grundlagen
Grenzwert von f aufbauend auf Konvergenz von Zahlenfolgen °
"

a T 2. Aussagenlogik
Dazu betrachte: Alle Folgen a™ = (a™,...,al) € D mit Grenzwert 3, Mengen

n m ..
a € R also a™ — afirm — oo 4. Folgen und Reihen

Untersuche Grenzwerte I|im f(a™). 5. Reelle Funktionen
am™m—a .
5.1. Grundbegriffe
Definition des Grenzwerts einer Funktion >2 Flementare Funicionen
5.3. Stetigkeit
f heil3t an der Stelle a € R™ (die nicht notwendig zu D gehdren muss) 6. Differenzieren

konvergent gegen f € R,

7. Integration

wenn ) ) ) o 8. Finanzmathematik
1. mindestens eine Folge (a™) mit a™ € D, a™ # a und a™ — a existiert .

(d.h. a ist kein ,isolierter Punkt") 9. Lineare Algebra
2. furalle Folgen (a™) mita™ € Dund a™ — a® gilt f(a™) — f.

f heit dann Grenzwert von f(a™).

Schreibweise fur alle gegen a konvergierende Folgen (a™ ):

im f(a™)=f  oder kurz lim f(x) =f

am —sa Xx—a
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Begriff der Stetigkeit

Gegeben
Funktion f: D - Rmit D C R™

Definition

f heil3t stetig in xp < lim f(x) = f(xo)

X—X0

f heilst stetigin T C D < fist fir alle x € T stetig

Ist f fUr ein X € D nicht stetig, so heil3t x Unstetigkeitsstelle
oder Sprungstelle

Satz

Fir stetige Funktionen f, g gilt:
f4+ g, f-g, /g (g(x) # 0) sind stetig
f|, f o g, sind stetig
Falls f auf einem Intervall definiert und invertierbar: '
stetig

Alle elementaren Funktionen sind in ihrem Definitionsbereich
stetig

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik
3. Mengen
4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe
5.2. Elementare Funktionen

5.3. Stetigkeit

6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
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2 Wirtschaftsmathematik
Zwischenwertsatz Feechberger - We017

Gegeben: f : [a,b] — R stetig

Dann gilt:

1. Grundlagen

f((l) < f(b) — \ Y c [f(a), f(b)] dx € [(1, b] mit f(X) =y 2. Aussagenlogik
3. Mengen
A f(x) 4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe

5.2. Elementare Funktionen
f max| 7777 5.3. Stetigkeit

6. Differenzieren
7. Integration
8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
x g9

=1 fmin

Abbildung 10.13: f: [a, b] — R mit f stetig

Opitz u.a., (2017, 5. 132)
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