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Unterjahrige Raten und jahrliche Verzinsung Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Aufteilung der Zinsperiode in mehrere gleich lange
Rentenperioden, d.h. m Rentenzahlungen pro Zinsperiode (= Jahr).
Dazu:

1. Grundlagen
2. Aussagenlogik
3. Mengen

Rechnung mit einfacher Verzinsung innerhalb der Zinsperiode 4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

Rentenzahlungen nachschissig (also am Ende jeder unterj.
Rentenperiode) oder vorschiissig moglich

6. Differenzieren

7. Integration

Losung: Errechnung von konformen (gleichwertigen) jahrlich 8. Finanzmathematik
nachschussigen Ersatzzahlungen zu den m unterjahrigen L
Za h I u n g e n . Un‘.cerjéhrige Renten
Ewige Renten
8.3. Tilgung
DEﬁ n itiOn 8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra

re heilst konforme jahrlich nachschiissige Ersatzrentenrate einer
nachschussigen (oder vorschissigen) unterjahrigen Rentenrate r.
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Abbildung 27.3: Vorschiissige und nachschiissige
unterjihrige Rentenraten am Beispiel von

Quartalszahlungen
Beispiel 27.43
Fiir eine Laufzeit von drei Jahren wird bei einem
jahrlichen Zinssatz von i = 0.05 eine monatli-

che Zahlung von r = 100 (Euro) geleistet. Dann
erhalten wir

a) bei‘nachschiissigen Zahlungen:

m=1
05-11
re = 100 - (12 + 0.05 ) = 1227.50,
R3 = 1225.50 1.05° — 1 = 3869.69
3T s T

Ro = 3869.69 - 1.05~3 = 3342.79

b) bei vorschiissigen Zahlungen:

0.05-13
rl =100 - (12 + ) = 1232.50,
R, = 1232.50 105 -1 _ 3885.46
Ch ) 1.05—1 o

R}, = 3885.46-1.0573 = 3356.41
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Fiur S = 40000€, i = 0.05, n = 5 ergibt
sich bei jihrlicher Ratentilgung 7 = 8000 sowie
nachfolgender Tilgungsplan:

1 40000 2000 8000 10000
2 32000 1600 8000 9600
3 24000 1200 8000 9200
4 16000 800 8000 8800
5 8000 400 8000 8400
Summe 6000 40000 46000

Die gesamte Zinsbelastung in 5 Jahren betrégt hier
6000 €.

A
10.000 +

8.000 +

Tilgung + Zins

1 2 3 4 5 g
Abbildung 27.4: Aufteilung der Annuitditen bei
Ratentilgung
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Beispiel 27.60

Fiir
S =40000€, i =0.05,
n=>5

ergibt sich bei jdhrlicher Annuitétentilgung
gerundet

0.05
A'=40000-1,05% - —
1.05° -1
= 9238.99 €
sowie folgender Tilgungsplan
k Ry Zy Ty A
1 40000.00 2000.00 7238.99  9238.99
2 32761.01 1638.05 7600.94 9238.99
3 25160.07 1258.00 7980.99  9238.99
4 17179.08 858.95 8380.04 9238.99
5 8799.04 43995 8799.04 9238.99

Summe 6194.95 40000.00 46 194.95

Die gesamte Zinsbelastung in 5 Jahren betrégt hier
6194.95€ .

Die sich dndernde Aufteilung der Annuititen in
Tilgungs- und Zinszahlungen zeigt die folgende
Abbildung 27.5.

A
10.000

8.000 |

Tilgung + Zins

0

1 2 3 4 5 g

Abbildung 27.5: Aufteilung der Annuitdten bei
Annuitdtentilgung
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Konforme jahrliche nachschissige Ersatzrentenrate

Berechnung von r.:

falls unterjahrige Rente nachschussig:  falls unterjahrige Rente vorschiissig:

.
Te=7T+71-(1+—-1 re:r-<1+l-i)
m m
2 . 2
+r- 1T+ —=-1 +r-(1T4+ —-1
m m
+ + .
m—1 . m
_|_1~(]_|_ —y 1) +r (1—|—m l)
= T-m =Tr-m
1 : 1
+ir-—(14+42+...4(m—-1)) +i-v-—0O0+2+...+m)
m m
m— 1 m+ 1
Te =T m—|—1T Te =T m-—r—1 T

Aus Ersatzrentenrate r.: Weiterrechnen mit Formeln fir jahrliche nachschissige
Rente

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik
8.1. Zinsen
8.2. Renten
Unterjéhrige Renten
Ewige Renten
8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra
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Beispiel konforme Ersatzrentenraten

Beispiel

Ein Sparer legt monatliche nachschissig 1.000 € auf ein Konto.
Wie hoch ist der Kontostand nach 10 Jahren bei einem Zinssatz
von 4%?

Losung: Gesucht ist der Rentenendwert auf Basis der konformen
Rentenraten. Mitn =10, m =12, g = 1,04 und r = 1 000 ergibt
sich Folgendes:

0,04-117 1,0470 1
R1o_1OOO-[12+ 5 ]-]’04_1

A\ 7

12.22
=12220-12,006107 = 146 714,63

Beim Zinssatz von i = 4% kann eine monatlich nachschussige
Rente von 1.000 € durch eine jahrlich nachschissige
Rentenzahlung von 12.220 € gleichwertig ersetzt werden. Der
Kontostand nach 10 Jahren betragt 146 714,63 €.

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik
8.1. Zinsen
8.2. Renten
Unterjahrige Renten
Ewige Renten
8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra

186



2 Wirtschaftsmathematik
EWIge Renten Etschberger - WS2017

Eine Rente heillt ewige Rente, wenn Anzahl n der
Ratenzahlungen nicht begrenzt, n also beliebig grol3 wird 1. Grundlagen
(Tl — OO). 2. Aussagenlogik

3. Mengen

Berechnung des Rentenendwertes dann nicht méglich

4. Folgen und Reihen

Rentenbarwert Ry existiert jedoch: 5. Reelle Funktionen
_] n 1 6. Differenzieren
RO — ||m (1* . NRBF) =T I|m . q 7. Integration
n—o0 n—0o0 qTL q T ] 8. Finanzmathematik
1 . L 8.1. Zinsen
. q n ] T 8.2. Renten
=T- Ilm - < =T - — = o Unterjdhrige Renten
n—oo q — 1 q — ] 1 Ewige Renten
8.3. Tilgung
8.4. Kursrechnung
Damit: Rentenbarwert einer nachschiissigen ewigen Rente: 9. Lineare Algebra
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1 . 1 1 Wirtschaftsmathematik
Ewige Renten: Beispiel o e

1. Grundlagen

Beispiel 2. Aussagenlogik
Wie grol3 ist der Barwert einer ewigen nachschissigen Rente von > Hengen
0 o c . Fol und Reih
40.000 € pro Jahr, wenn der Zins bei 8% liegt? & Folgen und Refhen
5. Reelle Funktionen
LOSU ng. 6. Differenzieren
40 OOO 7. Integration
0 — X Ao — SOO OOO 8. Finanzmathematik
0308 8.1. Zinsen
Anmerkung: Geht man von einer vorschissigen ewigen Rente e enten
aus, so ergibt sich fiir den Rentenbarwert: Ewige Renten

8.3. Tilgung
/ 8.4. Kursrechnung

T
RO — T’ —+ T 9. Lineare Algebra

188



Tilgungsrechnung

Rickzahlung oder Tilgung groéBerer Darlehen oft in mehreren
Raten

Hier betrachtet: Tilgung in mehreren Teilbetragen, in
konstanten Zeitabstanden

Jede zu bezahlende Rate beinhaltet Zinsen und Tilgung
Verwendete Symbole:

Symbol Bezeichnung

S Darlehenssumme, Anfangsschuld

Ry Restschuld nach k Jahren

n Tilgungsdauer (€ N)

Zy Zins am Ende des k-ten Jahres

Ty Tilgungsquote am Ende des k-ten Jahres
= Ax Annuitat am Ende des k-ten Jahres

Unterscheidung zwischen Ratentilgung und Annuitatentilgung

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

7.

8.

. Grundlagen

. Aussagenlogik

. Mengen

. Folgen und Reihen
. Reelle Funktionen

. Differenzieren

Integration

Finanzmathematik

8.1. Zinsen

8.2. Renten

8.3. Tilgung

Ratentilgung

Annuitatentilgung

8.4. Kursrechnung

9.

Lineare Algebra
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g Wirtschaftsmathematik
Ratentllgung Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

Wahrend Laufzeit sind Tilgungsquoten konstant. Daraus folgt: 2. Aussagenlogik
3. Mengen
Tk — T — g 4. Folgen und Reihen
n

5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

Und dam|t: 7. Integration

8. Finanzmathematik

8.1. Zinsen

R, =S—k-T Restschuld nach k Jahren e e

8.3. Tilgung
Ratentilgung

Zi =Rx_71-1 Zins am Ende des k-ten Jahres Annuitstentilgung

8.4. Kursrechnung

A =L+ T Annuitat am Ende des k-ten Jahres 9. Lineare Algebra
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Annuitatentilgung

Problem der Ratentilgung: Belastung anfangs hoch, spater
geringer

Ausweg: Konstanthalten der Annuitaten Gber Rentenformel

A —A=S. q"(qg—1)
qr — 1
Daraus ergibt sich:
k gk —1
Rk =S -q°“—A—— Restschuld nach k Jahren

q—1
Zy =Ry_1-i=A-(1—qg~ ™) Zinsen im k-ten Jahr
T« =A—Zx=A gk ! Tilgung im k-ten Jahr

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik
8.1. Zinsen
8.2. Renten
8.3. Tilgung
Ratentilgung
Annuitatentilgung

8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra

191



Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

Kursrechnung

Festverzinsliche Wertpapiere

Wertpapier: Investor erwirbt flir bestimmten Preis ein Recht auf
Zahlungen

Hier: Gesamtfallige festverzinsliche Wertpapiere

Emission (Erstausgabe): Investor zahlt pro 100 € Nennwert
einen Preis Co (Emissionskurs)

Emittend: Zahlt wahrend Laufzeit Zinsen (Kuponszahlung) und
(meist nach Ablauf) Tilgung (Riicknahmekurs)

Kuponzahlung: mittels nominellen Jahreszinses i* (oder
Jahreszinsfull p*) auf den Nennwert an Investor, meist jahrlich
nachschussig

Falls i* = 0: Null-Kupon-Anleihen oder Zerobonds

Rucknahmekurs: Tilgung in einem Betrag am Ende der Laufzeit
C,, als Prozentsatz des Nennwertes

Rendite: i Jahrlicher Effektivzins, der Leistung des Investors
und des Emittenden gleichwertig macht

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik
8.1. Zinsen
8.2. Renten
8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra
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Kursrechnung

Aquivalenzgleichung fiir Emissionskurs

) q—n_i_Cn.q—n

Dabei:

n : Laufzeit in Jahren

Co : Emissionskurs

p* : Nominalzinsful3, jahrliche Zinszahlung pro 100 € Nennwert
C,, : Ricknahmekurs am Ende der Laufzeut

q = 1 + i : Effektiver Jahreszins bzw. Rendite des festverz.
Wertpapiers

Anmerkungen:

Gleichung i.a. nicht elementar nach q auflésbar
Deswegen oft: Naherung durch Iteration (z.B. regula falsi)

Emissionskurs = mit Rendite abgezinster Kapitalwert samtlicher
zuklinftiger Leistungen des Wertpapiers

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik
8.1. Zinsen
8.2. Renten
8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra
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Wirtschaftsmathematik
KU rsrec h nun g Etschberger - WS2017

Ganzzahlige Restlaufzeiten
1. Grundlagen
Festverzinsliche Wertpapiere kbnnen meist jederzeit gehandelt 2. aussagentogik
werden 3. Mengen

4. Folgen und Reihen

Annahme zunachst: Handel nur unmittelbar nach
Kuponzahlung méglich

5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

Gesucht: Kurs C; fuir eine Restlaufzeit von t Jahren Ao
Lésung: Preis eines Wertpapiers ist zu jedem Zeitpunkt der sf;fiz’::s':'“a‘“e'“a“"
Kapitalwert aller in der Restlaufzeit noch ausstehenden 82, Renten

. 8.3. Tilgun
Leistungen s Karsechning

Abgezinst wird dabei mit dem Marktzins (auch: Umlaufrendite) 9. Lineare Algebra

*qt_1
q—1

Cio=p q "+ Cnh-q"

194



Wirtschaftsmathematik
KU rsrec h nun g Etschberger - WS2017

Risikoanalyse — Duration

Anderung des Marktzinses: Ab—'A‘ktUﬁ‘”fIr Wert

. . . . 190 1. Grundlagen
hangig von Zeitpunkt Auswir- _ .
1 = 6 % 2. Aussagenlogik
kung auf aktuellen Wert des Pa-
. 1 =141 0/ 3. Mengen
piers 180 i o
i—=209 4. Folgen und Reihen
Fall 1 (ZinS Stelgt) Co ist niedri- 5. Reelle Funktionen
. 170
ger, aber Wiederanlage der Ku- 6. Differenzieren
ponzahlungen erbringen mehr 7. Integration
Rendite o0 8. Finanzmathematik
8.1. Zinsen
Fall 2 (ZinS fa”t) CQ ist ho- 150 8.2. Renten
. 8.3. Tilgun
her, aber Wiederanlage der Ku- e
ponzahlungen erbringen weni- 7 9. Lineare Algebra
ger Rendite
Vermutung: An einem (Zeit- 13 Zeit t
1 2 3 5

)JPunkt heben sich diese beiden
Effekte auf

Dieser Zeitpunkt heif3t
Duration D.
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Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

Kursrechnung

Risikoanalyse — Duration

Der aktuelle Wert eines Papiers C¢(q) = q* - Co(q) andert sich
also nicht bzgl. Anderungen von q, wenn t = D

damit gilt fur die Duration D

0C 0
;;q(q) = (q° - Co(q)) =D -q°'Colq) +q

p 9Co(q)

oJs| =0

Da qP " immer positiv ist muss also fir D gelten

D-Co(q)+q- acao(iq) = 0 und damit:

- 0Co(q) q Colq)

D=y @@ Y cie)

Weitere mdgliche Interpretation der Duration als
Bruttozinselastizitat des Barwertes.

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik
8.1. Zinsen
8.2. Renten
8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra
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Kursrechnung

Partielle Ableitung des Kapitalwertes

Fir die Berechnung von D ist CJ(q) zu bestimmen;

bei einem festverzinslichen Wertpapier ergibt sich so

N qn —1 px n-q" '(q—1)—(q" =1
Cola) = qr! (p* q—1 +C”>+q“ (q—1)2

Varianten der Duration

Modifizierte Duration: Elastizitat (von 1i);

€Cot = G 71)

o
—
=
—
)

Auswirkungen von Zinsanderungen

Bei bekanntem Emissionskurs: Auswirkungen kleiner Zinsanderungen

Uber Duration

Co(i+ A1) = Co(i) - (1 =MD - Ai)

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik
8.1. Zinsen
8.2. Renten
8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra
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Gliederung

O00HO0OOQ

Grundlegende Bausteine
Aussagenlogik

Mengen

Folgen und Reihen

Reelle Funktionen

Differentialrechnung
Integration

Finanzmathematik

Lineare Algebra

-
et
it

Q Lineare Algebra
Matrizen und Vektoren
Matrixalgebra
Punktmengen im R™

Lineare Gleichungssysteme

Inverse Matrizen
Determinanten
Eigenwerte

Opitz u.a., (2017, Kapitel 14, 15, 17)



Warum beschaftigen wir uns mit linearer Algebra?

Quantitative tabellarische Daten (Excel) sind aus betriebs- und
volkswirtschaftlichen Fragestellungen nicht wegzudenken

Methoden der Matrizenrechnung erleichtern beziehungsweise
ermdglichen die Analyse solcher Daten

Wesentliche Lernziele

Kennenlernen der Eigenschaften von Matrizen
Beherrschen elementarer Matrixoperationen

Fahigkeit, lineare Gleichungssysteme aufzustellen, zu l6sen und
diese Losung darzustellen

Beherrschen des Invertierens spezieller Matrizen

Wirtschaftsmathematik

8.

9.

Etschberger - WS2017

. Grundlagen

. Aussagenlogik

. Mengen

. Folgen und Reihen
. Reelle Funktionen
. Differenzieren

. Integration
Finanzmathematik

Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren

9.2. Matrixalgebra
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Einflhrung

Beispiel 1

Eine Unternehmung stellt mit Hilfe der Produktionsfaktoren F;, F5, F3 zwei
Produkte P, P, her.

Zur Produktion fur jede Mengeneinheit von P; (j = 1,2) werden ajy;
Mengeneinheiten von F; (i = 1,2,3) verbraucht.

Verbrauch fir eine Einheit des Produkts
P P>

von Einheiten Fiq ai aio

der F> ajsi aro

Produktionsfaktoren  F3 a3 ass

Grafisch dargestellt:
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Einflhrung

Beispiel 2
Fir fanf gleichartige Produkte P, .

und zwar der Preis, die Qualitat und die Art des Kundenkreises, der das jeweilige

Produkt nachfragt.

Ergebnis:

. ., P5 werden drei Merkmale erhoben,

Merkmale
Preis  Qualitat Kundenkreis
Produkte Py 20 sehr gut A
P, 18 sehr gut B
P3 20 sehr gut A
P4 16 mallig C
Ps 18 ordentlich B
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. 5 Wirtschaftsmathematik
EinfGhru ng Etschberger - WS2017

Beispiel 2

Fir fanf gleichartige Produkte P4, ..., P5 werden drei Merkmale erhoben,

und zwar der Preis, die Qualitat und die Art des Kundenkreises, der das jeweilige
Produkt nachfragt.

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

ErgeanS: 3. Mengen
4. Folgen und Reihen
Merkmale
. o e . 5. Reelle Funkti
Preis  Qualitat Kundenkreis eefie runidionen
6. Differenzieren
Produkte Py 20 sehr gut A . :
. Integration
P, 18 sehr gut B
8. Finanzmathematik
P3 20 sehr gut A
ey 9. Li Algeb
P4 16 mafig C ieare Agebrd
. 9.1. Matrizen und Vektoren
PS 1 8 OrdentIICh B 9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™
Fragen 9.4. Lineare
Gleichungssysteme
. 9.5. Inverse Matrizen
Ahnlichkeit von Produkten 9.6. Determinanten
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Definitionen

Definition Matrix

Ein geordnetes, rechteckiges Schema von Zahlen oder Symbolen

/Cl]] a2 cee Ay C11n\
azq azo “oe az; .o arn

aii aiz “oe aij .o ain ’

Kam] amz e oo amj oo amn)

mit m,n € N heil3t Matrix mit m Zeilen und n Spalten oder kurz
m x n-Matrix (Im Folgenden: ai; € R).
n M Kreun n" - Madrix
aii,...,amn heiBen Komponenten der Matrix.
Dabei gibt i die Zeile und j die Spalte an, in der a;; steht.
i hei3t Zeilenindex und j Spaltenindex von aj;.

Sind alle Komponenten a;; reelle Zahlen, so spricht man von einer
reellen Matrix.
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Transponierte Matrix

Definition

Zu jeder m x n-Matrix

a
A =
Am1
heilst die n x m-Matrix
a
Al =
A1n

die zu A transponierte Matrix

A1n
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Transponierte Matrix

Definition

Zu jeder m x n-Matrix

a
A =
Am1
heilst die n x m-Matrix
a
Al =
A1n

die zu A transponierte Matrix

A1n

= (A1) =A
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Beispiel transponierte Matrix

a)

A =

1 2 3 4 5
1 3 5 2 4

225 - Mocdrix

©2 BRON
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Beispiel transponierte Matrix

N =—d =

w N

G1 W DN

1 W

S B~ W

N A~

A~ O

= Al =

(1

w N

N O W

w N =

=~ -

S O N
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Wirtschaftsmathematik
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[Tl
|
1 i

RS T

Deﬁ n itio n 1. Grundlagen

2. Aussagenlogik
n x 1-Matrix heif3t Spaltenvektor mit n Komponenten: 3. Mengen
4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

a
6. Differenzieren
a= . 7. Integration
8. Finanzmathematik
n

9. Lineare Algebra
1 x n-Matrix heif8t Zeilenvektor mit n Komponenten: e e o
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
T Gleichungssysteme

a = (Cl] yo ooy Cln) 9.5. Inverse Matrizen
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Geometrische Veranschaulichung von Vektoren

(—1) (2)
< T | g > (7
1 0 ] 2 Vealgtoren imR!

ﬁﬁ) i /\@)

4 4
0 2 ( 3>
2 ““““

R S
'—1

Vektoren im R2 Vektoren im R3

s
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5 . . Wirtschaftsmathematik
Relationen zwischen Matrizen Etschberger - WS2017

Bunpic! * a=(T7%), s=(323
ALET ikt definied
sxL  1x3
A=D dm 2.8. Q44 *b"
AcD
Deﬁ N ition 1. Grundlagen
2. Aussagenlogik
Seien A = (aij)m)n und B = (bij)m’n reelle Matrizen mit 3. Mengen
Ubereinstimmender Zeilenzahl m und Spaltenzahl n. 4. Folgen und Reihen
Dann erd deﬁniert: 5. Reelle Funktionen
. . . 6. Differenzieren
A=B <~ aij:bij fura||e1:1,...,m,):1,...,n 7. Integration
A #B & aijj # by;  flir mindestens ein Indexpaar (i, j) 8. Finanzmathematik
A < B = ai; < le \V/(l,]) 9. Lineare Algebra
o . 9.1. Matrizen und Vektoren
A < B @ al) < bl] \v/(l)]) 9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™
9.4. Lineare
Gleichungssysteme
Entsprechend A > B und A > B. 95, e Matrizen

9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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c = Wirtschaftsmathematik
Spezielle Matrizen Eeochberger - WS2017

|
I T
I \}\“
] -
I — |
T T T [t
& I
e >
; ol

Definition 1.t 0
A=l 31 .: } SYMfi”"‘ 1. Grundlagen
a) A= (ay), , heit quadratisch o S
3. Mengen
b) A=(ay),, , MtA= AT heit symmetrisch [t 4. Folgen und Reihen
A= Q0 ° Qg 5. Reelle Funktionen
“4~0 8§ o

(<))

. Differenzieren

) A =(aiy),,, heilt Dreiecksmatrix, wenn -1‘3 <
aijj; =0 fr 1 1 < j (untere Dreiecksmatrix) oder “ o el s
aijj; = 0 flr i > j (obere Dreiecksmatrix) 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

N

. Integration

9.1. Matrizen und Vektoren

d A =(ay), , heilit Dlagonacl’rpatrlx wenn ai; = 0 fir alle 1 #
A% \6oao

e) A= (ai)-)n, heilt Einheitsm

aj;j =0flrallei#j e=(24

9.2. Matrixalgebra

9.3. Punktmengen im R™

S
‘oOQ0p
e lo

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

~t

trix, wenn a;; = 1 fir alle i und o= e Mot
) 9.6. Determinanten

o

(]
(-4
o
1 9.7. Eigenwerte
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Addition und Subtraktion von Matrizen Wirtschaftsmathematik

¢ Etschberger - WS2017
3 $3 1
az(70 1) ) 8= -3-qo)

AfB=(_’Sf‘z ;;, q:
a-s= (393 ol
Definition i
1. Grundlagen
Gegeben: A= (aii)m,n und B = (bij)m,n' 2. Aussagenlogik
Dann gilt: 3. Mengen

o, o 4. Folgen und Reihen
Add|t|0n: A ™ B= (aij )m>n + (blj )m>n — (aij + bl) )m>n 5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

Subtraktion: A — B = (aij),, , — (bij) = (@ij = bij)

y 7. Integration

8. Finanzmathematik

Damit: 9. Lineare Algebra
01 Matrzen und Vekcoren
A+B=B+A  Komdeliv S r—
(A+B)+C=A+ (B4 C) Asseridiv e e
Addition/Subtraktion nicht definiert, wenn Zeilen- bzw. P

9.7. Eigenwerte

Spaltenzahl nicht tibereinstimmen
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Skalare Multiplikation

Definition

Gegeben: A = (aij)m)n und r € R (Skalar).
Dann gilt:

T"A=71-(ay), = -ay),, ,=(ag- 1)  =A-T

s (1 2y_(5 10
3 5) \15 25

(Assoziativgesetz)
TA + SA (Distributivgesetz)
TA + 1B

Beispiel:

Aullerdem gilt:

=3
>+
T o
% >
[

Wirtschaftsmathematik
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Matrixmultiplikation

M‘ u‘i;:d Aefiniet

c -0
yxl XY

Gegeben:
A = (Gik)mp

und B = (bkj>p,n'

Dann gilt:

A-B
= (@) p - (bkj)p’n

P
— E aikbkj
k=1

m,mn

Merke:
Zeile mal Spalte!

A1p \

A2p

( aj; ar2

az1 a2

\ Am1 Am2 Qmyp )

A:m x p-Matrix

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

B: p x n-Matrix
( b1 bz bin \

by1 b2z bon

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik
3. Mengen
4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

bpn ) 6. Differenzieren

K bp1 bp2

7. Integration
8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra

( C11

C21

C12
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
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9.5. Inverse Matrizen
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K Cm1 Cm2 .-« Cmn )

C = A - B: m x n-Matrix

Schema zur Matrixmultiplikation
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Benpitl Matrix mul{-‘rlikuh‘oh

ax3 3 § - X2
A-B celat dedvniey]
Zx3  tx1 ( 1
. 3
B-A = (-1 7-) = (S
7-*'-.}:3 4 8 8
AN E—— p
235, ( 3
() = (&
¢4"‘° L ( 1
S a
(-1 1 ) = (
4 8
N
D) ( 1
3
4 8
q
4 1
Y
i (3

)
L o
©0 o
S’

w
e
o0

A = (4 o q) ) B:(-

wn ©

wn, O

0 & -

- £

£

(
S—

£

]
o -

| S — ——?? e’

- £

+ 1 0 y
8s ( 3§ - )
(-1 1 ) = ( ®» &
y 8 0w
it 1 o0 M
‘8‘("‘\ q ( i § § -1 )
("“ 1 ) = ( f ]7
4 8 » ® 2

> B = matrix(c(-1,2,4,8), nrow=2, byrow=T)
>B

[1][2]
1] -1 2
2] 4 8

> A = matrix(c(1,0,4,3,5,-1), nrow=2, byrow=T)
> A

(1] [2] [,3]
1] 1 0 4
2] 3 5 -1
> B %% A

(1] [2] [,3]
[1] 5 10 -6
[2] 28 40 8
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> B = matrix(c(-1,2,4,8), nrow=2, byrow=T)
> B
     [,1] [,2]
[1,]   -1    2
[2,]    4    8
> A = matrix(c(1,0,4,3,5,-1), nrow=2, byrow=T)
> A
     [,1] [,2] [,3]
[1,]    1    0    4
[2,]    3    5   -1
> B %*% A
     [,1] [,2] [,3]
[1,]    5   10   -6
[2,]   28   40    8


Xe, %y 2 Anahl des Produkile P, Py

Gaia,qs 2 Awr. do Pmd.&kﬁous{‘gklm 7.7,

Q3q'%y + Qg% 1

‘§1
1.11---17-" 3-’- .

«« '£‘ + “‘t’ X; “
A' X = .'t‘°x‘ + Qa1 X = 'a‘ = %’
3AL (2x4

Apn =) Y= A-x

Xq
?Q,oooo'P. x: (;
Xn

Vad 2=C'x
?QI----QTM '* z = Ao& + B.%
l Cme ¢ = A x+B:C-x
9
A, 24,20 ig(é ) = (A+B-C)-»
e
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. 00 Wirtschaftsmathematik
Spezialfdlle und Rechenregeln Etschberger - WS2017

Spezialfalle der Matrixmultiplikation

A = (m x n)-Matrix, B = (n x m)-Matrix
= es existiert A-B und B.-A

. Grundlagen

2. Aussagenlogik
A quadratisch = A -A = A? existiert 3. Mengen
A, B quadratisch = A - B existiert und B - A existiert. 4. Folgen und Reihen

Aber: Im Allgemeinen A-B #B - A

Ist E Einheitsmatrix, dann gilt:

Spezielle Rechenregeln

A = (m x p)-Matrix, B = (p x n)-Matrix. Damit gilt:
A-B und BT-AT existieren.
BTAT =(A.-B)!

ATA ist symmetrische (p x p)-Matrix und
AAT ist symmetrische (m x m)-Matrix

8.

9.

. Reelle Funktionen
. Differenzieren

. Integration
Finanzmathematik

Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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RERRR Il Ty
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i
ii ii:iilli

Gegeben Vektor a € R™ iy oot
Definition: Absolutbetrag, Norm oder Lange eines Vektors: 1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

|al| =]a] = VaT :\/a12—|—...—|—an2:

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren
7. Integration
8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

a) a—|—bH = Hb—|—aH ) Ha bH — Hb_ G.H 9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra

b) Ta || = |T| || a || (9.3. Punktmengen im ]R“)

c) |la™|| =|a]-[b]] fur n>1 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) ERT—
9.5. Inverse Matrizen

— |a| 5 |b| fur n = 1 9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

d) J|la+D| = |la] + ||b] (Dreiecksungleichung)

e) |la—cf -

le =bll = [la=bll = la—c|| +[[c — b /
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(Kosinussatz

Gegeben: a,b Vektoren des R™,
die den Winkel -y einschliel3en.

Nach dem Kosinussatz gilt im Drei-
eck mit den Ecken 0, A, B

2
la—bl|” =
2 2
lal[” +[bl* = 2 jall - [[b]| - cos y.

Damit gilt:

2

la+ 1% — [lal|* — [b]
2 2 2
lal|” + [[o[|* = fla = b

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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(Hyperebenen und Spharen

Definition Hyperebene
Gegeben:a e R" mita#0und b e R
Dann heiflt H(a,b) = {x € R™ : a’x = b} Hyperebene im R"
Anmerkung: H teilt den R™ in zwei Halbraume

Definition Sphare

Gegeben: a e R", re R,

Dann heillt K ={x € R™ : ||x — a|| = r} Sphare (Kugelflache) im
R™ und dem Radius r

Damit: r-Umgebung von a: K_(a,r) ={x e R™: |[x — a|| < 7} )

Wirtschaftsmathematik

8.

9.

Etschberger - WS2017

. Grundlagen

. Aussagenlogik

. Mengen

. Folgen und Reihen
. Reelle Funktionen
. Differenzieren

. Integration
Finanzmathematik

Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren

9.2. Matrixalgebra

9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen

9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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Beis plel Hype re be ne/S P h are Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

| I
I
]

[Tl
|

1 i
I

S

1. Grundlagen
. . 2. Aussagenlogik
Beispiele
3. Mengen
4. Folgen und Reihen
H — {X c R3 . ZX] _|_ 3X2 _I_ 3X3 — 6} 5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

7. Integration

3
K = <X & RS . X — (2) = ] 8. Finanzmathematik

0

9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren

\/(X1 — 3)2 —+ (XZ — 2)2 + ng = 9.2. Matrixalgebra

) 9.3. Punktmengen im R™

—{xcR>

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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( Offenheit, Abgeschlossenheit Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Gegeben L

M C R™ eine Punktmenge des R™ und o
m = Rn \ M deren KOmplement bzgl. Rn. 1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

Dann heifl3t: 3. Mengen

4. Folgen und Reihen

a € R™ innerer Punkt von M, wenn eine r-Umgebung K_(a, ) 5. Reelle Funktionen
von a existiert, die ganz in M liegt, also K_(a,r) C M, 6. Differenzieren

7. Integration

a € R™ aullerer Punkt von M, wenn eine r-Umgebung K_(a, r)
von a existiert, die ganz in M liegt und

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

a € R™ Randpunkt von M, wenn a weder innerer noch aullerer 9-1. Matrizen und Vektoren

9.2. Matrixalgebra

PU n kt VO n M iSt. 9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

Eine Punktmenge M - Rn heiBt dann 9.5. Inverse Matrizen

9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

offen wenn jedes Element a € M innerer Punkt von M ist,

abgeschlossen, wenn jedes Element a € M innerer Punkt von
M ist, also das Komplement M offen ist. )
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(Beschrénktheit, Kompaktheit

Eine Punktmenge M C R™ heil3t

beschrankt nach oben, wenn ein b € R™ existiert
mit b = x fur alle x € M,

beschrankt nach unten, wenn ein a € R™ existiert
mit a < x fur alle x ¢ M,

beschrankt, wenn M nach oben und unten beschrankt ist,
kompakt, wenn M beschrankt und abgeschlossen ist.

Beispiele

Mi ={x €R: : x7+2x2 <3, [|x|| £2}
M; ={x €R% : x; € N}

Wirtschaftsmathematik

8.

9.

Etschberger - WS2017

. Grundlagen

. Aussagenlogik

. Mengen

. Folgen und Reihen
. Reelle Funktionen
. Differenzieren

. Integration
Finanzmathematik

Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren

9.2. Matrixalgebra

9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen

9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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Lineare Gleichungssysteme: Einfiihrung

Beispiele linearer Gleichungssysteme

© 21 — 3xg = —11 @®-10:-Suz: s
a) . } @ : =4
® X1 -+ Xy = 2
X1 + x2 = 4 .
b } Kume Lo;
) X] _|_ Xz _ 2 um )‘4‘.8
X] — Xz = 1
C unesdl. viele Lsy.
) —2x1 + 2x2 = - B “ e

Wirtschaftsmathematik

8.

9.

Etschberger - WS2017

|
me= |

i

[Tl
[ O

1|

. Grundlagen

. Aussagenlogik

. Mengen

. Folgen und Reihen
. Reelle Funktionen
. Differenzieren

. Integration

Finanzmathematik

Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren

9.2. Matrixalgebra

9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen

9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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Lineare Gleichungssysteme: Einfihrung ooy eaory

i
)

e m O

O [
I

Beispiele linearer Gleichungssysteme

i I
e

2X1 — 3X2 = —1
a) —xp=xp =]
X1 + X2 = 2
1. Grundlagen
X1 + X2 — 4 2. Aussagenlogik
b) = L — @ 3. Mengen
X1 + X2 = 2 - Meng
4. Folgen und Reihen
X1 — X2 = 5. Reelle Funktionen

C) 1
ZXZ = -2

_|_

6. Differenzieren

} = unendlich viele L6sungen
—2X1

7. Integration
8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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Lineare Gleichungssysteme: Einfihrung

Beispiele linearer Gleichungssysteme

a) 2X1
X1
b) e
X1
X1
C) —2X1
Probleme:

+ 4+ 4

_|_

3x 2
X2

X2
X2

X2
2x 2

—1
2

1
—2

System lésbar oder nicht?

}:>X1:X2:1

} = unendlich viele L6sungen

Verfahren zum Auffinden von Lésungen

Darstellung von mehrdeutigen Losungen

Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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Lineare Gleichungssysteme: Einfihrung

Beispiele linearer Gleichungssysteme

a) 2X1
X1
b) e
X1
X1
C) —2X1
Probleme:

+ 4+ 4

_|_

3x 2
X2

X2
X2

X2
2x 2

—1
2

1
—2

System lésbar oder nicht?

}$X1:X2:]

} = unendlich viele L6sungen

Verfahren zum Auffinden von Lésungen

Darstellung von mehrdeutigen Losungen

Dazu gibt es:

Den Gaul3schen Algorithmus (erzeugt Dreiecksmatrix)

das Verfahren von Gaul3-Jordan (modifizierte Gaul3: erzeugt

Einheitsmatrix)

Wirtschaftsmathematik
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. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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I I 1 Wirtschaftsmathematik
Allgemeines lineares Gleichungssystem Etschberger - WS2017

I

Ein System von Gleichungen

e

a11Xy +  A12X%X2 + - +  A1nXn = Db 1. Grundlagen
az1Xi -+ ar»>Xo + S -+ AonXn — bZ 2. Aussagenlogik
3. Mengen

4. Folgen und Reihen

AmiX1 + am2x2 + -+ 4+ amnXn = by 5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren
heil3t lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n 7. Integration
Unbekannten. 8. Finanzmathematik

. . . . 9. Li Algeb
Die ai; und b; heien Koeffizienten des Gleichungssystems. e
9.2. Matrixalgebra

I n Mat rinO rm: 9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
Ax =D

9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

LOosungsmenge:
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