Wintersemester 2017/18

04.10.2017
11.10.2017
18.10.2017
25.10.2017
01.11.2017
08.11.2017
15.11.2017
22.11.2017
29.11.2017
06.12.2017
13.12.2017
20.12.2017
29.12.2017
05.01.2018
10.01.2018
19.01.2018

Einfiihrung, R, Grundlagen

Grundlagen, Aussagen

Aussagen

Mengen, Folgen, Reihen

Allerheiligen

Reelle Funktionen einer Variablen, Stetigkeit
Differentialrechnung

Differentialrechnung

Integration

Finanzmathematik

Matrizen, Vektoren, Lineare Gleichungssysteme
Determinanten, Eigenwerte

Weihnachten

Weihnachten

Puffer, Wiederholung

Beginn der Priifungszeit
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Wirtschafts- und Finanzmathematik

fur Betriebswirtschaft und International Management

- Probeklausur: Ab Weihnachten online
- am 10.1.2018: Besprechung Probeklausur,
Fragen, WH

Prof. Dr. Stefan Etschberger

HSA
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- Probeklausur: Ab Weihnachten online
- am 10.1.2018: Besprechung Probeklausur,
   Fragen, WH




LOS un g Sd d rSteI | un g Buch Kapitel lineare Gleichungssysteme:

https://goo.gl/epGdcD

Beispiel fur Enddarstellung:

/ Gom’
X1
X1 + X3 =4 1 0 1 0 X2 4
= . —
X2 + 3X3 + 2x4 =7 o 1 3 2 X3 7
| %—I
Einhedds-  Ront X4/)— Nidhtbanis

Dabei bezeichnet:
XB .
(E R) (XN) =b

kann nach Basisvariablen aufgeldst werden:
x1 =4—x3, xp=7-—3x3—2x4 (allgemeine L6sung)

In diesem Fall immer l6sbar, zum Beispiel mit

w=(2)-(0) = »-()-0)

Gesucht: Verfahren zur Uberfiihrung beliebiger Gleichungssysteme in
diese Form

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

221
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Buch Kapitel lineare Gleichungssysteme:
https://goo.gl/epGdcD

https://goo.gl/epGdcD
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Losung von LGS

x“ xt x! X“ Xt x,
@ -1 5§ 3 tc 0 -
@1 4 -3 @ 5 -2 10 vy

o 9 o ’?z 1 -5 -2 -’2 -@

Elementare U érf’ormungen

Das sind Umformungen der Koeffizientenmatrix, die die Lésung
nicht verandern. Erlaubt ist

Multiplikation einer Zeile mit beliebigen Zahlen ¢ ;A 0
K/ Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile

Vertauschen von Zeilen(oder Spalten)

Lésungsalgorithmus

Lésung mit Verfahren von Gaul3-Jordan:
Systematische Umformungen nach obigem
Prinzip, bis Darstellung der Koeffizienten-
matrix in Einheits- und Restmatrix ensteht

Algorithmus und Losungsvarianten
siehe Vorlesung

Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

222
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Invertierung von Matrizen

Definition

Gegeben: n x n-Matrix (quadratisch)

Existiert eine n x n-Matrix X mit AX = XA = E, so heil3t X die
ZU A inverse Matrix.

Schreibweise: X = A~!
— AA T=A"TA=E

Inverse Matrizen und Gleichungssysteme
Falls A= existiert, gilt:

Ax=b = A Ax=A""p = Ex=x=A"Tb

E

Damit existiert genau eine Lésung und zwar:

x=A"'b

Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte
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LGS und Orthogonalitat

Berechnung inverser Matrizen durch den
Gaul3algorithmus:

Ansatz:

AX + Ey= 0
= A TAx+A TEy=0
= Ex+ A ly=0

Also: Gaulstableau mittels elementarer Umformungen
folgendermallen umformen:

(A[E) — (EIATT)

Orthogonale Matrizen
Eine n x n-Matrix A heilst orthogonal, wenn gilt:
AAT =ATA=E
Bei orthogonalen Matrizen A qilt also: A1 = AT,
Mit A ist damit auch AT orthogonal

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

N
BRARNENIAN

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

224
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Determinanten: Voriberlegung

Permutationen und Inversionen
Sei M ={ay,...,a,} eine nrelementige Menge.

Dann: jede Anordnung
(ap,y...,ap, ) der Elemente ay,...,a, mit
{p1y...,pnt={1,...,n} heildt eine Permutation.

Wenn fur ein Paar (ai, a;) einerseits i < j, und andererseits
pPi > pj, gilt: Inversion.

Also: Ausgehend von Permutation (as,...,a,): Jede
Vertauschung zweier Elemente a; und a; ist eine Inversion.

Beispiel
Gegeben: Menge {1,2,3}
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Determinanten: Voriberlegung

Permutationen und Inversionen
Sei M ={ay,...,a,} eine nrelementige Menge.

Dann: jede Anordnung
(ap,y...,ap, ) der Elemente ay,...,a, mit
{p1y...,pnt={1,...,n} heildt eine Permutation.

Wenn fur ein Paar (ai, a;) einerseits i < j, und andererseits
pPi > pj, gilt: Inversion.

Also: Ausgehend von Permutation (as,...,a,): Jede
Vertauschung zweier Elemente a; und g; ist eine Inversion.

Beispiel
Gegeben: Menge {1,2,3}
Damit: Folgende 6 Permutationen:

) ohne Inversion,

), (2,1,3) mit je einer Inversion,
), (3,1,2) mit je zwei Inversionen,
) mit drei Inversionen.
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Definition Determinante

Gegeben: A, eine n x n-Matrix.

AuBlerdem: (1,...,n) sei geordnetes n-Tupel der Zeilenindizes und

p = (p1,...,Pn) €ine Permutation von (1,...,n) mit v(p) Inversionen.

Determinante von A ist dann:

.anpn

detA =) (=)' -ajp, - azp, -
P

Beispiele

Gegeben: A als eine n x n-Matrix

detA:det(an) =dad7.

Fir n = 1 giltdann A = (a77) sowie

Fir n = 2 enthalt die Determinante 2! = 2 Summanden,

namlich: a77 a,> ohne Inversion und —aj, a>7 mit einer Inversion.

a a
Damit: detA:det( 1 12 ) = aj1az2 —A120az27.

a2 az2
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Determinanten von 3 x 3-Matrizen

Beispiel: Determinante einer 3 x 3-Matrix

Fir n = 3: Determinante hat 3! = 6 Summanden, namlich
aijaz>aszz ohne Inversion,

ajxazzasz; und ajzazaszr; mit zwei Inversionen,
—ajijazzazr und —ajrarqazz mit einer Inversion und
—ai3az2a31 mMit drei Inversionen.

Es gilt:

aii a2 ai3
detA = det a1 ay> dz3
asi az> d4z3

a110az2033 + A12023037 + A13021032
—a110a23032 —A720a270a33 — A13022037

Einfacher zu merken: Regel von Sarrus (siehe Vorl.)
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Zahlenbeispiel Determinanten

Beispiel

5 4
3 2

Zeigen Sie: detA = —2,
detB = 6,
detC =0
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Minor, Kofaktoren

Gegeben: n x n-Matrix A mit n = 2;

Streiche Zeile 1 und Spalte j, = Matrix mit n — 1 Zeilen und n — 1
Spalten:

( aq ar,j—1 a1 a1,5+1 Ain \

o

ai—1,1 ... Ai—15-1 li—1,5 Qi—1,5+1 .. Qi1 n

A — €1 =1 €5 S RES i
ij — ) ) ») T

Qi1 e Qipri—1 0 Qi1 Qigr541 -0 Qiprn

\ an1 s An,i—1 Anj Anj+1 s Ann )

nach dem Streichen heil3t diese Matrix Minor

Damit kann man das algebraische Komplement oder den Kofaktor d;;
zur Komponente a;; von A berechnen:

detAy; flri+j gerade

o= (—1)t) o—
di; = (—1)"7 detAy { —detA;; firi+jungerade
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Kofaktoren

Entwicklungssatz von Laplace

Entwicklungssatz fir Determinanten

Gegeben: A eine n x n-Matrix und D die Matrix der Kofak- - ||

toren.

Dann qilt firn = 2,3, ...

detA
( 0

Lo

Insbesondere wird mit:

die Determinante von A nach der tten Zeile aI = (ayy, -
Cl]j

der j-ten Spalte a) =

0
det A

0

o

0

"“*
749-1827 .

de:[A)

detA = adei = ai1 dﬂ —+ ...+ aindin

= Cledj = (11jd1j 4+ ...+ Clnjdnj

von A entwickelt.

anj

3048%~ “R%9!

.., Qin ) bzw. nach
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Beispiel: Entwicklungssatz

Beispiele

Zeigen Sie:

N
w = o DN

_N C —
_—O - N

— N O O

_— O N —

— O O W

= detB =0
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Satze

Es gilt fur A,B € R™*™:

det(AB) =detA -detB (Determinantenmultiplikationssatz)
aber: im allgemeinen det(A + B) £ det A 4+ detB
detA A0 <« A~ existiert

Gilt zusatzlich det A # 0
Mit D = (dij)n,n,
_ 1
ATl = detADT
det(A~') = (detA)~!

Ist A orthogonal gilt: det A = +1

der Matrix der Kofaktoren zu A gilt
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Cramersche Regel

Lésung eindeutig bestimmter linearer
Gleichungssysteme

Gegeben: Lineares Gleichungssystem Ax = b
Voraussetzung: Es existiert A~', also auch det A # 0

Bezeichnung: Mit A; ist die Matrix, in der gegenuber
A die j-te Spalte durch b ersetzt wird, also

b Gabriel Cramer
1 ...

i Ain (1704 — 1752)

Dann lasst sich die Lésung x in folgender Form schreiben:

_ detAy
~ detA

Xj ()Z],,Tl)

(Cramersche Regel)
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Beispiel Cramersche Regel

Zu zeigen:

Damit: x©

(1>_1>])
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1 - Fi ¥ 1 1 Wirtschaftsmathematik
Eigenwerte: Einfiihrendes Beispiel Feechborcer - West17

Bevolkerungsentwicklung

Gegeben:
1. Grundlagen
x¢ >0 die Anzahl von Mannern im Zeitpunkt t und 2. Aussagenlogik
yt > 0 die Anzahl von Frauen im Zeitpunkt t. 3. Mengen

4. Folgen und Reihen
Anzahl der Sterbefille fir Manner bzw. Frauen im Zeitintervall [t, t + 1] 5. Reelle Funktionen

sei proportional zum jeweiligen Bestand im Zeitpunkt t, und zwar 0,2x; 6. Differenzieren
fir die Manner und 0,2y, fir die Frauen. 7. Integration

8. Finanzmathematik

Anzahl der Knaben- und Madchengeburten im Zeitintervall [t,t + 1]

proportional ist zum Bestand der Frauen. 8. Lineate Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren

Anzahl der Knabengeburten: O)Zyt, 9.2. Matrixalgebra

9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare

Anzahl der Madchengeburten: 0,3y;. Gleichungssysteme
Fur Ubergang vom Zeitpunkt t zum Zeitpunkt t + 1 damit: 06 Determinanen
Xer1 = X —0,2%¢ +0,2yy = 0,8%x¢ + 0,2y
Yt+1 = Yt — O>Zyt +0,3y: = 1)1Ut
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Beispiel Bevolkerungsentwicklung

Matriziell:
() = (6 3) G)
Yt+1 0 1>1 Yt
Forderung: Zeitliches Verhaltnis von Mannern und Frauen soll
konstant bleiben
Also:
Xt+1 = AXy <= Y41 =AYy (A e Ry ),
Dieser Fall beschreibt einen gleichférmigen Wachstums- (A > 1)
beziehungsweise Schrumpfungsprozess (A < 1)
Matriziell:

. . o 0,8 0,2 o Xt
Az=Az mit A—(O 1,]),z—<yt), Ae Ry

Losung?

-

Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

236



Eigenwertprobleme

Definition

Gegeben: n x n-Matrix A.
Ist nun fur eine Zahl A € R und einen Vektor x €

R™ mitx # o ‘
Ly

lineare Gleichungssystem Ax = Ax erfllt, so hei3t ™ i iver
A reeller Eigenwert zu A und (1862 - 1943)

x reeller Eigenvektor zum Eigenwert A.
Insgesamt: Eigenwertproblem der Matrix A.

Damit

Ax =Ax < Ax—Ax=Ax—AEx=(A—AE)x=o0

Satz: Das LGS Ax = Ax hat genau dann eine Lésung x # o,
wenn gilt:

det(A —AE) =0
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Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Jedes A, das det(A — AE) = 0 l6st ist ein Eigenwert von A.

AnschlieBend: Fiir jedes erhaltene A Lésen des
Gleichungssystems

(A—AE)x =0 mit x#o

Damit hat man fiir jedes A mindestens einen reellen
Eigenvektor x.

Satz: Mit x # o ist auch jeder Vektor rx (r € R, r # 0)
Eigenvektor zum Eigenwert A von A.

Beispiele
1 0 1
0,8 0,2 (102 B
AZ(O 1,1)' B (0,1 0,65)’ ¢ ? 1 ;
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Satze Uber Eigenwertprobleme

Gegeben: A ist eine reelle, symmetrische n x n-Matrix

Es gilt: Die Eigenwerte sind alle reell und nicht notwendigerweise
verschieden und

ist der Rang von A gleich k < n, so ist A =0 ein (n — k)-facher
Eigenwert

Zu den reellen Eigenwerten A4, ..., A,, existieren genau n reellg, linear
unabhéangige Eigenvektoren x', ..., x™

Diese Eigenvektoren kann man so wahlen, dass X = (x',...,x")

orthogonale Matrix wird, also XXT = E
Ay - 0

Gegeben zusdtzlich: L = | .+ | die Diagonalmatrix der

0 - Ay

Eigenwerte von Aund A™M =A.-...-AmitmeN

Dann gilt: L = XTAX und A =XLX'

auBBerdem gilt: A™ besitzt die Eigenwerte ATY, ..., AT
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