Wirtschafts- und Finanzmathematik

fir Betriebswirtschaft und International Management

Wintersemester 2017/18

04.10.2017  Einfihrung, R, Grundlagen 1
11.10.2017  Grundlagen, Aussagen 2
18.10.2017  Aussagen 3
25.10.2017  Mengen, Folgen, Reihen 4
01.11.2017  Allerheiligen

08.11.2017  Reelle Funktionen einer Variablen, Stetigkeit 5
15.11.2017  Differentialrechnung 6
22.11.2017  Differentialrechnung 7
29.11.2017 Integration 8
06.12.2017  Finanzmathematik 9
13.12.2017  Matrizen, Vektoren, Lineare Gleichungssysteme 10
20.12.2017 Determinanten, Eigenwerte 11

29.12.2017  Weihnachten

05.01.2018  Weihnachten

10.01.2018  Puffer, Wiederholung 12
19.01.2018  Beginn der Prifungszeit

Prof. Dr. Stefan Etschberger
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Prifung

Klausur:

Klausur am Ende des
Semesters

Bearbeitungszeit:
90 Minuten

Erreichbare Punktzahl: 90

Aufgaben mit R sind
Priifungsbestandteil

Hilfsmittel:

Schreibzeug,

Taschenrechner, der nicht 70! berechnen kann,

ein Blatt (DIN-A4, vorne und hinten beschrieben) mit
handgeschriebenen Notizen (keine Kopien oder Ausdrucke)



http://goo.gl/qHwN7X
https://goo.gl/uajWmQ

Gliederung

@ Grundlegende Bausteine
9 Aussagenlogik

9 Mengen

@ rolgen und Reihen

@ Reelle Funktionen

@ Differentialrechnung

0 Integration

@ Finanzmathematik
9 Lineare Algebra

Was ist R und warum sollte man es benutzen?

» Rist ein freies Softwarepaket zu
Mathematik, Statistik und Datenanalyse

» Rist sehr machtig und weit verbreitet in
Wissenschaft und Industrie (sogar von
mehr Leuten benutzt als z.B. SPSS)

» Ursprung von R: 1993 an der Universitat
Auckland von Ross lhaka and Robert k. -

Gentleman entwickelt

» Seitdem: Viele Leute haben R verbessert

anRipley  Douglas Bate
in Maechler Kurt H

Duncan Temple lang

mit tausenden von Paketen fur viele Fredrich Lei
Anwendungen U ——
+ Ris used by the most data miners (47%).
» Nachteil (auf den ersten Blick): Kein point .. o oo oo " mosre ot
und click tool - -:;1 E.=_ -'_-: E_'_:
» Grol3er Vorteil (auf den zweiten Blick): :f_ :::- E=' -'.-
Kein point und click tool -

source: http://goo.gl/axhGhh

graphics source: http://goo.gl/W70kms

Download: R-project.org


http://goo.gl/W70kms
http://goo.gl/axhGhh
R-project.org

Was ist RStudio?

» RStudio ist ein Integrated
Development
Environment (IDE)
um R leichter benutzen zu
konnen.

» Gibt’s fir OSX, Linux und

Free & Open-Source IDE for R
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» Download: RStudio.com
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RStudio.com

Erste Schritte in R

# ____________________

# R als Taschenrechner

# ____________________

1+ 1

# [1] 2

0.2 * 4 + 1 # Dezimaltrenner ".", Punkt vor Strich gilt
# [1]1 1.8

nan

(3 - 2/5)*2 # runde Klammern zum Gruppieren, Potenzen mit

## [1] 6.76

x = 2*10 # Ergebnisse in Variablen abgespeichert

X # und anschlieBend weiterverwendet

#H[1] 1024

x =1

## [1] 1023

f = function(x) {x*2 + 3%x - 5} # Funktionsterm

f(0) # ein Funktionswert

## [1] -5

f(-1:3) # mehrere Funktionswerte

# [1]1 -7 -5 -1 513

Erste Schritte in R

x = seq(from=-1, to=3, by=0.5) # x-Werte

data.frame(x, f(x)) # Wertetabelle
## x f.x.
## 1 -1.0 -7.00
## 2 -0.5 -6.25
## 3 0.0 -5.00
## 4 0.5 -3.25
## 5 1.0 -1.00
## 6 1.5 1.75
## 7 2.0 5.00
## 8 2.5 8.75
## 9 3.0 13.00

curve(f, from = -1, to = 3) # Funktionsgraph

10
I

f(x)




EduVote

Umfragen in Vorlesung mit EduVote:

» System zur Abstimmung im Hoérsaal

» App herunterladen oder direkt benutzen unter eduvote.de

» User-Id: Etschberger, kein Session-Code

ich fiir

Whlen She in dem Laschen oben,

WPod 1ouch, iPad:

iPhons,
Bitte laden S sich edubote im ApgSiore beru

Gliederung

0000000 O®Q

Grundlegende Bausteine
Aussagenlogik

Mengen

Folgen und Reihen

Reelle Funktionen

Differentialrechnung
Integration

Finanzmathematik

Lineare Algebra

die ein iD5-Cerat verwenden

+ Betriebsystem She verwenden

nker

Frogramm for lbw intemeifihiges.
r

Sofort-U

Identitat und Sicherheit
User-ID: stefan etschberger@hs-augsburg.de
Session-Code (optional):

Zu kinnen, misven Sie sich nicht Umfrage lauft
eme

Abgegebene Stimmen: 4

Umfrage beenden und Ergebnis anzeigen.

0 Grundlegende Bausteine
Reelle Zahlen
Ganzzahlige Potenzen
Algebraische Umformungen
Briiche
Nichtganzzahlige Potenzen
Logarithmen
Notation von Summen

Opitz u.a., 2017, Kapitel 1.1-1.3, 1.5, 1.6



Zahlen

,Vernilnftige” Zahlen

Naturliche Zahlen: N

Ganze Zahlen; Z

Rationale Zahlen: Q

Rationale Zahlen liegen unendlich dicht auf dem Zahlenstrahl

Aber

Aber: Losungen von Gleichungen wie
x? =2

haben keine rationale Losung
Folge: Es gibt auch irrationale Zahlen: Z.B. v/2

Dezimaldarstellung rationaler Zahlen

Zahldarstellung tber Vielfache von 10

Die meisten Leute schreiben Zahlen heute im Dezimalsystem

Damit moglich: Schreiben jeder nattrlichen Zahl mit
Kombinationen der Ziffern 0, 1, ..., 9
2.B.:2009=2-1034+0-102+0-10" +9-10°

Mit Dezimalkomma: Schreiben rationaler Zahlen méglich

zB:236=2-10°+3 7+ +6- 5>

2
zB: R =3333...=3+3 757 +3 - 75r+3 155 + -
(unendlicher Dezimalbruch)

(endlicher Dezimalbruch)

Jede rationale Zahl kann man uber einen periodischen
Dezimalbruch darstellen
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Definition reeller Zahlen

Eine reelle Zahl hat die Form

X=m,a;azasz...

Dabei: m: Ganze Zahl

und a; (miti=1, 2, ...) ist unendliche Folge von Ziffern von 0
bis 9

Damit: Nichtperiodische Dezimalbriiche heil3en irrationale
Zahlen

Beispiele:

V2, =17, m,  0,1121121112...

Rechenoperationen +, —, -, : mit reellen Zahlen ergeben wieder
reelle Zahlen

Einzige Ausnahme: § ist keine reelle Zahl

Ganzzahlige Potenzen

Allgemein:

a =a-a a
Rechenregeln:
a_n — l
an

Achtung: im allgemeinen

(a+b)"#a"+Db"
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Anwendungsbeispiel fiir Potenzen

Zinseszinsen

Anlage von 1000 € auf Bankkonto
Verzinsung jeweils am Jahresende 2,5 %
Zinsen nach einem Jahr: 1000 - 2,5 % = 25
Kontostand am Jahresende:

1000 + 1000 - 2,5 % = 1000 - (1 + 0,025) = 1000 - 1,025
Kontostand am Ende des zweiten Jahres:

(1000 - 1,025) + (1000 - 1,025) - 0,025
— 1000 - 1,025 - (1 + 0,025)
— 1000 - 1,025 - 1,025 = 1000 - 1,025

Allgemein: Kontostand ist bei Anfangskapital K und einem
Zinssatz von i nach n Jahren

Ky =K-(1+i)"

Wichtige Rechenregeln

Es qilt fir beliebige Zahlen a, b, c:

0.
10.
11.
12.

1
2
3
4.
5.
6
7
8

a+b=b+a
(a+b)+c=a+ (b+c)
a+0=a

a+(—a)=0

ab =ba

(ab)c = a(bc)

l-a=a

aa”! =1 (fir a #0)
(—a)b = a(—b) = —ab
(—a)(—b) =ab
a(b+c¢)=ab+ ac
(a+b)c =ac+ bc

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

\W

1. Grundlagen
1.1. Reelle Zahlen
1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische
Umformungen

1.4. Briiche

1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen

1.6. Logarithmen

1.7. Notation von Summen
2. Aussagenlogik

3. Mengen
4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

\W

1. Grundlagen
1.1. Reelle Zahlen
1.2. Ganzzahlige Potenzen

1.3. Algebraische
Umformungen

1.4. Briiche

1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen

1.6. Logarithmen

1.7. Notation von Summen
2. Aussagenlogik

3. Mengen
4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

32



Einfache Algebra

Algebraische Ausdriicke

Beispiel fir einen algebraischen Ausdruck:
Ix*y? 4+ 7ytx — Ixy + Txy?

Die einzelnen Summanden (4x?y?, —9xy, usw.) heiBen Terme
des Ausdrucks

Faktoren vor den Buchstaben (4, 7, —9, 11): Koeffizienten

Terme, die sich maximal durch Koeffizienten unterscheiden,
genannt Koeffizienten von der gleichen Art, kbnnen
zusammengefasst werden:

7ytx + 1xy? = 18xy*

Binomische Formeln
(a+b)? =a?+2ab+b?
(a —b)? = a? —2ab + b?
(a+b)(a—b)=a?—b?

Faktorisieren

Primfaktorzerlegung

Zahlen kénnen multiplikativ in Primfaktoren zerlegt werden,
Beispiel

64=8-8 oder 1848=2-2-2-3-7-11

Faktorisierung algebraischer Ausdriicke

Analog bei algebraischen Ausdriicken:
Zerlegung in irreduzible Faktoren

Beispiele:
5a’b® —15ab?* =5-a-b? - (ab — 3)

16a’b? — 9b* =b? - (4a® —3b) - (4a” + 3b)
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Briche

Division zweier Zahlen (a, b € R, b # 0) kann durch Bruch geschrieben werden

a:b:%:a/b

Rechenregeln (a, b, ¢ € R):

a-c

5 ¢ b (b,c #0)

a a (—la -—a

(-1 = = - —

b ( )b b b

E+E_ad+cb

b d  bd

b ab

a — = —

C C

a c_ad_ad

b'd b ¢ bc
Quadratwurzel

Potenz mit a*, wenn a > 0 und x = 1/2: Quadratwurzel

Schreibweise:

a%:\/a

wenn a > 0

Rechenregeln fir a £ 0 und b > 0:
Vab = v/avb

Achtung: Im allgemeinen:

Va+b#£+yva+vVb
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N-te Wurzeln

Problem: Was bedeutet z.B. 53?7

Damit Rechenregeln giiltig bleiben: 53 ist Losung der

Gleichung x*> =5
Also Allgemein (a € R, n € N):

1\ 1
((l“) =a =a

Schreibweise:

Allgemeine rationale Exponenten (a € R, p € Z, q € N):

af = (a¥)" = (vay

Logarithmen

Wie I6st man die Gleichung a* = b nach x auf?
(dabei soll gelten a,b > 0 und a # 1)

Neues Symbol: Der Logarithmus von b zur Basis a:

a*=b & x=log,b

Beobachtungen:

log,a =1
log,1=0
loga (an) =n

Rechenregeln:
log,(c-d) =log, ¢ +log, d
log,, % =log,c—log,d

log,b™ =n-log, b
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Logarithmen

Spezielle Logarithmen:

log, x = ldx Logarithmus dualis
logio x = log x Dekadischer Logarithmus
loge x =In x Logarithmus naturalis

Umrechnung von Basen

. log. b

log, b =
9a log, a

Beispiel

Nach wieviel Jahren verdoppelt sich ein Anfangskapital K mit einem jahrlichen
Zins von 5%?

LAsung:
2K=K - (1 +5%)"=K-1,05"
& 1,06 =2
In2
= n—|091,052—m’“14’2
Summenzeichen

Oft sinnvoll: Abkirzen von langeren Summen durch das
Summenzeichen ) (Grof3es griechisches Sigma)

Beispiel: Summe von 6 durchnumerierten Zahlen:

6
Ni+N2+Ns+Ng+Ns+Ng=> N;

i=1

Sprechweise: ,Summe von i gleich 1 bis 6 tGber N;*
Obere und untere Summationsgrenze kann variieren, z.B.

q
i=p

Auch konkrete Berechnungsvorschriften sind moglich, z.B.

8
Y 2=32+4+42452+67+ 7+ &
i=3
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Summenzeichen

Rechenregeln fir das Summenzeichen

n n n
D) (ai+b)=) a+) b
i=1 i=1 i=1

n n

Z c-a;=2¢ Z a;

i=1 i=1

Damit leicht zu zeigen (Setze p, =

Z(ai_ux)zo

i=1

Y (ai—w)?=(D df

Produktzeichen

Analog zum Summenzeichen:
Das Produktzeichen [ |

||ai:a1-a2-...

i=1

Zum Beispiel:

(x+ (=11

2
=1

1

Spezielle Abkurzung:

Hiz]-z-...-n:n!

Additivitat

Homogenitat

ai):
1

. an.

(x—1)(x+1)

,h Fakultat”
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4. Folgen und Reihen
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Binomialkoeffizient

Man definiert den Binomialkoeffizienten als:

D

j=1

Wobei 0! = 1 gesetzt wird. Also: (7)) =1

Beispiel:
5\ 5-4
(2) =72-1°

Rechenregeln:

(6)= (a2 ene (25) - ()

Binomische Formel

Newtons binomische Formel

Kurzform:

(a+b)™ = i (TJ) a™ kpk

k=0

Zum Beispiel:

(x +y)4 =x* + 4x3y + 6xzy2 + 4xy3 +y4
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Doppelsu mmen Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Beispielsituation: Daten in Tabellenform in n Spalten und m \
Zeilen 1. Grundlagen
. . . . 1.1. Reelle Zahlen
Einzelne Eintrdge: a;; mitie 1,..., mundje1,...,n 1.2, Ganzzahiige Potenzen
1.3. Algebraische
Summe Uber alle Zahlen mit Doppelsummen: Jieminen

1.5. Nichtganzzahlige
Potenzen

n 1.6. Logarithmen

m m m m
1.7. Notation von Summen
E a1 + g ap +...+ E Ain = E E ayj .
2. Aussagenlogik
i=1 i=1 i=1 i=1

j=1
3. Mengen

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

Es qilt:
g 6. Differenzieren
m n n m 7. Integration
E E aij — E E ai]. 8. Finanzmathematik
i=1 j=1 j=1 i=1 9. Lineare Algebra
45
Gliederung

Grundlegende Bausteine
Aussagenlogik

Mengen

Folgen und Reihen

Reelle Funktionen

Differentialrechnung

Opitz u.a., 2017, Kapitel 4, 5

Integration

Finanzmathematik .
Q Aussagenlogik
Lineare Algebra Einfihrung

Aussagenverkniipfungen
Argumentationstechniken
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Wirtschaftsmathematik
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Warum beschaftigen wir uns mit der Aussagenlogik?

zahlreiche ,Aussagen” aus der Vorlesung erforden
grundlegendes Verstandnis der Aussagenlogik

Grundlage der mathematischen Beweisflihrung 1- Grundiagen

2. Aussagenlogik

Hilfreich zum Erlernen von Programmiersprachen 21, Einfurung
2.2. Aussagenverknipfungen
Wesentliche Lernziele 23. Argumentieren
3. Mengen
Kenntniss der relevanten Begriffe wie Definition, Axiom, Satz 4. Folgen und Reihen
und Bewels 5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

Verstandnis der wesentlichen aussagenlogischen Operatoren

7. Integration

Auswertung logischer Aussagen hinsichtlich der Eigenschaften 8. Finanzmathematik
,,Wahl’" Odel‘ ,,faISCh” 9. Lineare Algebra

Beherrschung grundlegender Beweistechniken wie dem
direkten und indirekten Beweis sowie der vollstandigen
Induktion

52
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Aussagen eines Politikers zur Wahl

1. Grundlagen

Die Vollbeschaftigung wird erhal-
ten oder die Steuern dirfen nicht
erhoht werden.

2. Aussagenlogik
2.1. Einfihrung
2.2. Aussagenverkniipfungen

2.3. Argumentieren

Wenn sich Politiker um die Be-
volkerung kiimmern, missen die
Steuern angehoben werden.

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

U ‘:;h 5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

Die Politiker kiimmern sich um die Bevolkerung oder die 7. Integration
Vollbeschaftigung kann nicht erhalten werden. 8. Finanzmathematik

Es stimmt nicht, dass die Erhaltung der Vollbeschaftigung eine AU
Steuererhéhung zur Folge haben muss.

Hat sich der Politiker widersprochen?
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Begriffe

Axiom: Grundsachverhalt als Ausgangspunkt, wird nicht bewiesen

Definition: Sachverhalt, wird durch neuen Begriff beschrieben, bezieht sich auf

bereits Definiertes oder auf Axiome

Aussage (math. Satz): Formulierung auf Basis bisherigen Wissens, wird als wahr

oder falsch identifiziert.

Aussagenverknipfungen: Negation
(A B), Implikation (A = B), Aqu

Tautologie: Verknlpfte, stets wahre
Kontradiktion: Verknlipfte, stets fals

Allaussage:

AMANAQ2)... =

Existenzaussage:

AMVAQ2)... =

Aussagenverknipfungen

AAK) (farx=12,...) =

VAK (firx=12,...) =

(A), Konjunktion (A /A B), Disjunktion
ivalenz (A < B)

Aussage

che Aussage

Vx: A(x)

dx: A(x)

Wahrheitswerte aller méglichen Verkniipfungen der Aussagen A

und B
A w w f f
B w f w f
1) w w w w Verknipfung ist stets wahr
2) f f f f VerknlUpfung ist stets falsch
2) f f f f Verknlpfung ist stets falsch
3) w w w f Disjunktion AV B
4 w w f w Implikation B = A
5 w f w w Implikation A = B
6) f w w w Negierte Konjunktion A A\ B
7)) w f f f Konjunktion AAB
8) f w f f Negierte Implikation A = B
9 f f w f Negierte Implikation B = A
100 f f f w Negierte Disjunktion AV B
1) w f f w AquivalenzA < B
12 f w w f Negierte AquivalenzA <— B
13 f w f w Negation B
14 f f w w Negation A
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Beispiel

Gegeben sind Aussagen Uber den Marktanteil eines weltweit
vertriebenen Markterzeugnisses P in zwei Handelszonen:

A: ,, Das Produkt P hat in der Europdischen Union (EU) einen
Marktanteil von mehr als 25 % “

B: ,, Das Produkt P hat in Nordamerika (NA) einen Marktanteil von
mehr als 25 % “

Abgeleitete Aussagen:

A: Der Marktanteil von P in der EU betrigt hochstens 25%.
A /\ B: Der Marktanteil von P betragt in der EU und in NA mehr als 25%.
AV B: Der Marktanteil von P betrégt in der EU oder in NA mehr als 25%.

A = B: Wenn der Marktanteil von P in der EU mehr als 25% betragt, so liegt er auch
in NA Uber 25 %.

A < B: der Marktanteil von P in der EU betragt genau dann mehr als 25%, wenn er
auch in NA Gber 25 % liegt.

Beispiel

Ausgangspunkt: Aussage A mit

A: |, Der Gewinn einer Unternehmung ist gleich dem Umsatz
abziiglich der Kosten.

Daraus abgeleitet:

A1: Die Kosten wachsen.
A,: Der Umsatz wachst.
Az: Der Gewinn wachst.

Dann ist die folgende Implikation wahr:

(A1 ANAz) = Az :,Wenn der Umsatz bei nicht steigenden Kosten
wdchst, so wdchst auch der Gewinn. “
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Argumentationstechniken

Direkter Beweis einer Implikation A = B (analog Aquivalenz A < B):

A=Ci=>C,=...=8B

Beweis von A % B durch Gegenbeispiel
Beweisprinzip der vollstandigen Induktion fir Allaussagen

Induktionsanfang: Beweis der Aussage flr kleinstmdglichen Wert von n
(oftn=0odern=1)

Induktionsvoraussetzung: Annahme, dass die Aussage fir n wahr ist
Induktionsschluss: Beweis (unter Ausnutzung der Induktionsvoraussetzung), dass die
Aussage auch fur n + 1 gultig ist

Beispiel (vollst. Induktion): A (n) = .21 i= M meN
1=
1
Ind-Anfang:n=1: Y i=1 = 12=1
i=1

Ind.-Schluss:

n—+1 n

) i= Zi+(n+1):w+(n+1)

i=1 i=1

nn+1)+2n+1)

m+1)(n+2)
N 2 N 2

Beispiel: Beweis durch Gegenbeispiel

Ausgangspunkt: Die 6konomische Gleichung

Gewinn = Umsatz — Kosten

Daraus:

A: FUr zwei Produkte stimmen Umsatze und Kosten Uberein
B: Flr zwei Produkte sind die Gewinne gleich

Damit gilt: A = B, andererseits aber B A A..

Gegenbeispiel zur Bestatigung von B A A:

Fiir zwei Produkte gegeben:

Umsdtze u; = 2,u, =5

Kostency =1,co =4
Dannistg1:u1—c1:2—1 =1= uz—cz:5—4:gz,aberu15£uz,
C1 7502.
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Gliederung

Grundlegende Bausteine
Aussagenlogik

Mengen

Folgen und Reihen

Reelle Funktionen

Opitz u.a., 2017, Kapitel 6, 7.1, 7.3, 7.4

Differentialrechnung

0000000 O®Q

Integration e Mengen
. . Grundlagen
Finanzmathematik Beziehungen zwischen Mengen
Lineare Algebra Relationen
Wa rum Mengen? Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Mengen sind natiirliche Betrachtungsgegenstande in den
Wirtschaftswissenschaften:

Kundensegmente
Produktgruppen 1. Grundlagen
Handlungsalternativen YN
etc.
3. Mengen
Mengen erlauben die effiziente Gruppierung von Objekten sowie die 31 Grundiagen
Reprasentation ihrer Eigenschaften und Beziehungen 2 sesehunoen

mengenorientierte Schreibweisen bilden die Grundlage der Darstellung 4. Folgen und Reihen
zahlreicher mathematischer Methoden wie z.B. im Operations Research 5. Reelle Funktionen

oder in Methoden der Marktforschung 6. Differenzieren
7. Integration
Wesentliche Lernziele 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

Verstehen des Begriffs Menge

Fahigkeit Mengen darzustellen und Operationen mit ihnen
durchzufiihren

Beherrschen der grundlegenden kombinatorischen Methoden, die
Elemente einer Menge anzuordnen bzw. eine Teilmenge davon
auszuwadhlen

Fahigkeit Beziehungen zwischen Mengenelementen darstellen zu
kdnnen
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Grundbegriffe

Menge A: Gesamtheit bestimmter unterscheidbarer
Objekte (Elemente)

Es kann immer entschieden werden:

aceA oder ag¢ A

Mengendefinition durch Aufzahlen (A = {a, b, c,...})

oder Beschreibung der Elemente; zum Beispiel

— . Abbildung 6.1: Georg
B={b:beN A 0<b<10} Cantor (1845-1918)
Veranschaulichung durch Venn-Diagramme: Opitz u.a, (2017, 5. 55)

Venndiagramme der Menge {a, b, ¢, d, e} (links)
und der Menge A (rechts)

Machtigkeit einer Menge: Anzahl der Elemente einer Menge; Symbol: |A |

Leere Menge: enthdlt keine Elemente; Symbole: § = {}

Paradoxa in naiver Mengenlehre

Antinomie von Betrand Russell
(1872 - 1970)

,,» Der Barbier eines Dorfes rasiert genau alle

Miinner eines Dorfes, die sich nicht selber rasie-
[

ren

Unklar: Gehort der Barbier zur Menge der
Selbstrasierer7 Abbildung 6.2: Bertrand Russell (1872-1970)
) Opitz u.a., (2017, S. 55)

Problem der ,naiven” Mengenlehre

Widerspriiche (s.0.)!
Lésung: Axiomatische Mengentheorie
Erster Ansatz mit Axiomen: Georg Cantor

verbreitet in moderner Mathe: Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre
mit Auswahlaxiom (ZFC)

Trotzdem hier im Kurs: Naiver Ansatz
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Relationen und Operationen zwischen Mengen

Gleichheit A=B <« (a€A & acB)
Teilmenge: ACB & (a€ A= a€cB) B @

Echte Teilmenge:

Teilmenge A G B

AGB = (ACBAA#B)

Potenzmenge P(A): Menge
Teilmengen von A

aller @

Durchschnittsmenge

Bemerkung: () ist Teilmenge jeder Menge ANB

Mengenoperationen

Durchschnittsmenge:
ANB={a:ac€ AANacB}

Vereinigungssmenge:
AUB={a:a€AVacB}

Differenzmenge: A\B ={a :

Vereinigungsmenge A U B

B
acAANa¢B} B\ A

Komplementarmenge (Vorauss. A C B):

Ag={a:aeBAa¢A}

Beispiel: Skiclub ,Buckelpiste” (

Vereinsmeisterschaft in den
Disziplinen Abfahrt (A),
Slalom (S) und
Riesenslalom (R)

40 Teilnehmer, davon 15 fur
Abfahrt, 20 fur Slalom, 30 fur
Riesenslalom.

Alle Slalomteilnehmer; Auch
Riesenslalom.

Zwei Teilnehmer: Alle drei
Disziplinen

Damit gilt
|Al=15, |S] =20,

IR| = 30,
IRNS| = 20,
IRUS| =30,
IR\ S| =10,

IANSNR|=]ANS| =2,
IAUSUR| = |A UR| = 40

Differenzmenge B ohne A

Opitz u.a., 2017, S. 64)

Daraus folgt:
|IANR|=|A[+ [R|—[AUR|
—=15+30—-40=5
IAUS|=]Al+I|SI—]ANS]
=154+20—-—2=233

[(ANR)NS[=[A\R|=[|A][-[ANR]

=15—-5=10
[((R\NS)\NA[=[R[—IRNA[—-[RNS]
+|RNSNA]

=30—-5—-20+2=7

Venndiagramm zum Beispiel
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Relationen und Abbildungen

Ausgangspunkt: Mengen A, B

Daraus: Kombination von zwei Elementen
(mit Reihenfolge): (a,b) mitae€ Aundb € B

Sprechweise fur (a,b): Geordnetes Paar, Tu-
pel

Menge aller geordneten Paare von A und B
(auch: kartesisches Produkt)

Opitz u.a., (2017, S. 65)

A xB={(a,b):ae AADbeB}

R C A x B heif3t (binare) Relation von A in B

Abbildung von A in B: Eine Vorschrift f,
die jedem a € A genau ein b € B zuordnet

f:A—B mit acA—fla)=beB

Beispiel: Relation

Gegeben: Menge A x B = R?
und Relation R C R? mit

R={(x,y) eR*: y =x?%}

Damit: R enthalt alle
Zahlenpaare des R?, die
oberhalb einer Parabel mit
dem Scheitel im Nullpunkt

liegen

R ist keine Funktion
Graph der Relation
R={(xy) e R*: y=x?}
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Beispiel: Relationen und Abbildungen

A ={a;, a2, as, a4, as, ag} ist Menge von Tatigkeiten,

die von einer Menge B = {by, b, b3, bs} von Angestellten zu
erledigen sind.

Gegeben: Zuordnungsvorschriften

a; aj az as as as e
f1(ai) by b, bs by
falay) by b, by by,b3 bz by
fa(ai)  bs by b; b; b; by
fa(ai) by bz b b bz by

Welches f; ist eine Funktion?

Eigenschaften von Funktionen

Eine Funktion f : D — W heif3t:
surjektiv, wenn zu jedem y € W ein x € D mit f(x) = y existiert,
injektiv, wenn fur alle x, x € D gilt x # X = f(x) # (%),
bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Beispiel

Gegeben: A= {Cl] y A2, (13},B = {b1 )bZ)b3)b4}

Funktionen f1, f: Funktionen f3, f4:

acA a as as beB by b, b3 ba

fi(a) a2z a3 a; f3(b) a3 a3 az aj

fa(a) by by b3 fs(b) bz by b1 b>

f1:A—= A f2:A—B f3:B— A f4s:B—B
aj aj a; ——» b; by —» ag b; b
b b — b b
@ @ o — 2 2 @ 2 2
P

/ b3 b3 - &
as as as by by —» as ba by

Die Funktionen fq, f4 sind bijektiv, £, ist injektiv, f3 ist surjektiv.
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Komposition von Funktionen

Komposition von Funktionen

Voraussetzung: Funktionen f: D¢ = Wrund g: Dy -+ W, und

f(Df) C Dg

Zusammengesetzte Funktion: g o f : Dy — W4: Zuordnung des
Werts (g o f)(x) = g (f(x)) fur alle x € D¢

Beispiel (Folie 69): Aus f1, f4 bijektiv, f3
injektiv und f3 surjektiv folgt

f10f,
fy o0f,
fi1of3
foofs

gof

Komposition von f und g

A—>A,,fgo0fy
tA—=B,fso0f)
:B—A,f30f,
:B—B,f30f,

:B—B

:A—B
:B—-A
A=A

Wegen A # B sind alle weiteren
Kompositionen f1 o fo, f1 o fg, f2 o f3,
f20f4,f3 Of],fg of3,f4of1,f4of3
nicht moglich.

Inverse Funktion

Voraussetzung: bijektive Funktion f: D — W mit D,W C R

bijektiv
injektiv
surjektiv

weder
surjektiv,
noch injektiv

Inverse Funktion oder Umkehrabbildung: 1 : W — D, y — f1(y),
wobei y fiur alle x € D mit y = f(x) zugeordnet wird

Fur (bijektive) Kompositionen gilt: (go f)~! =~ o g

f Ferner existieren die Kompositionen f1 o f3
und (f, o f1) sowie
(frof2)" ' =f5"' of; ! und
(fzofy)" " =f;" of, " mit
—1
f beB b: bz bs b
Umkehrabbildung f—! von f : A — B
9 (f] sz) (b) b3 b] bz b4
f] sz -! (b) bz b3 b] b4
Beispiel (Folie 69): Wir erhalten die inversen fyof1)(b) bs bs b; b;
: 1 —1. ; .
Abbildungen f; ', f; : B — B mit den (fzoﬁ) 1(b) bs b, bs by

Wertetabellen:

beB b1 b, bs ba
fl -t (b) b3 b4 b1 bz
f2-'(b) by by by b3
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Grundlagentest Mengen!

Testauswertung:

Ihr Ergebnis: Ubungsmaterial
3 Antworten richtig: S. 64ff., Aufgaben 2.1 - 2.19 aus
MengenmaBig ist alles in
Ordnung!
2 Antworten richtig: Rechnen | E e
Sie die Aufgaben 2.13-2.19 |
aus dem Buch! Vorkurs

Mathematik

1 Antwort richtig: Rechnen Sie -
die Aufgaben 2.7-2.19 aus N s
dem Buch! S A

Keine Antwort richtig:
Rechnen Sie die Aufgaben —
2.1-2.19 aus dem Buch! http://goo.gl/qHWN7X


http://goo.gl/qHwN7X

Gliederung

0000000 O®Q

Grundlegende Bausteine
Aussagenlogik

Mengen

Folgen und Reihen

Reelle Funktionen

Differentialrechnung
Integration

Finanzmathematik 9 Fol d Reih
olgen und Reihen

Eigenschaften und Beispiele
Konvergenz und Grenzwert
Reihen

Lineare Algebra

Folgen und Reihen

Warum beschaftigen wir uns mit Folgen und Reihen?

Analyse von Datensequenzen, insbesondere Modellierung
diskreter, zeitlicher Entwicklungen (z.B. von Aktienkursen,
Absatzmengen)

Grundlage der Finanzmathematik (z.B. Zinseszinsrechnung,
Tilgungsrechnung)

wesentlich zum Verstandnis der Konzepte der Stetigkeit und
Differenzierbarkeit

Wesentliche Lernziele:

Verstandnis der Begriffe Folgen und Reihen
Fahigkeit Folgen und Reihen nach ihrer Art zu klassifizieren

Kennenlernen typischer, insbesondere der
Grenzwerteigenschaften von Folgen und Reihen

Fahigkeit, diese Eigenschaften zu erkennen und nachzuweisen

Opitz u.a., (2017, Kapitel 8)
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Definition und Eigenschaften

Definition

Eine Folge ist eine Abbildung a : Ng — R

Schreibweise fiur Folgenglieder: a(0), a(1),... oder
Ao, A1y...

Schreibweise fur Folge: (an),cy, oder (an)

Eigenschaften: Eine Folge heil3t Leonardo von Pisa

endlich (unendlich), falls Anzahl der Folgenglieder end- (ca. 1180 - 1250)

lich (unendlich) ist

gesetzmallig gebildet, falls Folgenglieder einem

Bildungsgesetz folgen, zum Beispiel: a,, = nLH

rekursiv definiert, falls zur Berechnung eines Folgengliedes friihere Werte nétig
sind
Beispiel: ap = 0; aj =lTundan =an_1 +an_o firm > 1
(Fibonacci-Folge)

Spezielle Folgen
Arithmetische Folge: (an): ans1 —an=4d Vn € Ng mitd € R

Geometrische Folge: (a,) : T2+l = g vn € NomitqeR

an

Geometrische Folge: Beispiel Schachspiel

Sissa ibn Dahir, der Erfinder
des Schachspieles, darf sich
vom indischen Kénig Shihram
eine Belohnung wiinschen.

Sein Wunsch: So viele Wei-
zenkorner, wie man auf ein
Schachbrett legen kann, wenn

1.Feld : ap=1 Korn

2.Feld : a; =2 Korner
3.Feld : a, =4 Korner
4.Feld : a3 =38 Korner

n.Feld : a,.1=2-a,_, Korner
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Konvergenz und Grenzwert

Fragen: Bleiben Folgenglieder ab einem gewissen n in einen

kleinen Bereich um einen festen Wert?
Und: Kann man diesen Bereich beliebig verkleinern?
Definition:

a € R heil8t Grenzwert oder Limes von (a,,) <

Ve>0 dn(e) mit Ja,—al<e Vn>nle)

Schreibweise fir Grenzwert: lim a, = a

n—o00

Existiert dieser Grenzwert, heil3t die Folge konvergent
Ist der Grenzwert a = 0, heil3t die Folge Nullfolge
Existiert kein Grenzwert, heif3t die Folge divergent

Beispiel zur Definition des Grenzwerts

A a,
. . n
Gegeben: a,, = =] 11 e
Vermutung: 10 t .‘....000000..oooo¢}€
. 0.9 ..u"
lim a, =a=1 T
n—oo )i
Beweis: Wenn a =1,dann %7 -
folgt sl
|an_a|:‘nLH_1‘<e ‘II\\\é\\TL(|€\)\\\\1I5\\\\zlo\\\\zls\\\\;o\T{
n—-n—1| _ 1
= } n+1 T n+1 < € Folge (an) mitn(e) = 9 fir e = 0.1.
& laon41
& %—1 <n

Also: Fir jedes € findet man ein n(e), so dass die
Grenzwertbedingung stimmt

Zum Beispiel: Wahle

e=01 = n>l-1=L-1=10-1=
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Rechenregeln fir Grenzwerte

Gegeben:
lim (an) =a wund lim (b,)=Db
n—oo n—0o0

kurz: (an) - a und (b,)—Db

Dann gilt:

(an +bn) —a+b

(an —bn) —a—b>b (a%) — a€
(ap -bp) —a-b (an >0, a>0, c € R)
(c") —c* (¢>0)
Definition der Reihe
Gegeben: (a, ) unendliche Folge in R
Dann heift (s, ) mit
Sn = Qo + a; —|—...+an:Zai n € Ny
i=0

eine unendliche Reihe.
sn heiflt n-te Partialsumme

Klar ist: Reihen sind spezielle Folgen

Beispiel:
(an ) geometrische Folge — (s;,) geometrische Reihe

mn
.a
sn:E a;; mit 2t —g
: an
i=0

Offensichtlich gilt: an = an_19 =an_29%> =...=aoq"

n ]_

ésn:Zaoqi:aoU—|—q+q2—|—...+q“):ao
i=0
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Geometrische Reihe: Beispiel Schachspiel

Summe aller Kérner auf Schachbrett:

63
1— q64 1 — 264 1o
h = i=ag——— =1 ——— ~ 184467 - 1
S é a Qo —— ) 1,84467 - 10
Das bedeutet:
100 Kérner £ 1 g Weizen — 1,8-10""g
— 1,8-10" kg
— 1,8-10"1t =180 Mrd. t
1 Glterwagon 250t Weizen — 3,6 Mrd. Glterwagons
— 36 Mrd. m langer Eisenbahnzug
— 36 Mill. km

— 100-fache Entfernung zwischen Erde und Mond

Konvergenzkriterien fiir Reihen

Gegeben: a; Folge,

Divergenzkriterium

Ist s,, konvergent = a; ist Nullfolge

Also dquivalent dazu:

a; ist keine Nullfolge = s, divergent

Quotientenkriterium
. a
lim | =<1 = Sn konvergent
k—o0 Qx
. a
lim [ =1 = Sy, divergent
k—o0 (00
Bemerkung: Fiir kIim ‘u];i?:“ = 1 ist im Allgemeinen keine Aussage mdglich
— 00
Spezialfall geometrische Reihe:
a . a <1 = s, konvergent
k1 q = lim k1| . q n ' g
ax k—oo | Qi g=1 = s, divergent
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Lineare Algebra

Opitz u.a., (2017, Kapitel 9, 10)

6 Reelle Funktionen
Grundbegriffe
Elementare Funktionen
Stetigkeit reeller Funktionen

Warum beschaftigen wir uns mit reellen Funktionen?

» allgemein: kompakte und prazise Beschreibung von
Abhangigkeiten zwischen mehreren Faktoren

» speziell: Modellierung technischer und 6konomischer Systeme

» Basis fur Analyse und Optimierung von Systemen / Prozessen

Wesentliche Lernziele

» Fahigkeit mit den wesentlichen Begriffen im Zusammenhang
mit Funktionen umzugehen

» Kennenlernen der wichtigsten Klassen reeller Funktionen

» Beherrschen des Stetigkeitsbegriffs
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Beispiel (Opitz u.a., 2017, Beispiel 9.1, S. 99)

Fur ein Produkt wird der monatliche Absatz erhoben. Uber ein
Jahr betrachtet erhalt man Absatzwerte fiir 12 Zeitpunkte.

Darstellung der Funktion f : A — B mit
A={1,...,12}, B={1,2,3,4,5}:

durch die Wertetabelle

t 12345678910 11 12
ft) 3234441245 3 4
graphisch:
f(t
5] f(V !
4 o—o—o ® *—
31 o ® ®
2 ® ®
:
! ¢
1 23456 7 8 9101112

Abbildung: Graph der Funktion f: A — B

Begriff reelle Funktion

Definition

f: D — R heil3t reellwertige Abbildung mit
Definitionsbereich D

Mit D C R™ heif3t f reelle Funktion von n Variablen

Darstellung von Funktionen

Durch Funktionsgleichungen f(xq,...,xn) =y
x = (x1,...,Xn): Unabhdngige (exogene) Variablen
y: abhangige (endogene) Variablen

Durch Wertetabellen

Durch Graphen

Fir D C R: Darstellung im kartesischen Koordinatensystem
Fir D C R?: 3-dimensionale Darstellung oder Niveaulinien
f(x) =cmitceR
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¢ g Wirtschaftsmathematik
Belsplel Etschberger - WS2017

Cobb-Douglas-Funktion

neoklassische Produktionsfunktion der Form
1. Grundlagen

f(X1y.00yXn) = Qo - X7 %52 -...x4n
( Ty y n) 0 1 2 n 2. Aussagenlogik

Beispiel fuir zwei Produktionsfaktoren 3. Mengen
/2 172 .
f(X] )Xz) =1 X1/ . Xz/ = /X1 X2 4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe

Dreidimensionale Darstellung Niveaulinien 5.2, Elementare Funktionen
flir f(X],Xz):C mitc=1/2,..., 3 5.3. Stetigkeit

4 T 6. Differenzieren

7. Integration
8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
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Eigenschaften von Funktionen
Eine Funktion f: D — W mit D C R™ und W C R heif3t:

surjektiv, wenn zu jedem y € W ein x € D mit f(x) =y existiert,
injektiv, wenn fir alle x,x € D gilt x # X = f(x) # f(X), 1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist. 3. Mengen

4. Folgen und Reihen

Komposition von Funktionen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe

Voraussetzung: Funktionen f: D¢ — Rund g: Dy — R mit 52, Elmertare Funktionen
Df g Rn und f(Df) g Dg g R 5.3. Stetigkeit

6. Differenzieren
Zusammengesetzte Funktion: go f : D¢ — R: Zuordnung des S —
Werts (9 o f) (X) =dg (f(X)) fur alle x € Df 8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

Inverse Funktion / Umkehrfunktion

Voraussetzung: bijektive Funktion f: D — W mit D,W C R

Inverse Funktion: f~1 : W — D, y — f~'(y), wobei y fir alle
x € D mity = f(x) zugeordnet wird
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Invertierung: Beispiel

Damit ebenfalls bijektiv: Inverse Abbildungen f; ', f;': R — R mit

f1:R—=R mit
f:R—R mit

x = f1(x)

2x—3=y
3oy

x = f2(x)

y l—>f1_1

Y — fz_1

Satz:

f+g: D—-R mit xeD ~ (f+g)(x)
f—g: D—R mit xeD = (f—g)(x) =f(x) —g(x)
f-g: D—R mit xeD = (f-g)(x) =f(x)-g(x)

\ A}

der Abbildungen f;, f5, f1_1, £,

Operationen zwischen Funktionen

Gegeben: f, g : D — R reelle Funktionen mit identischem
Definitionsbereich D C R.

Dann sind auch die folgenden Abbildungen relle Funktionen:

D; — R mit

Graphen

= f(x) + g(x)
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Besondere Punkte bei Funktionen

Gegeben: Reelle Funktion f: D — R mit D C R™

Definitionen

c-Stelle von f: x. € D mit f(x.) =c¢
Mit ¢ = 0 heil3t c-Stelle dann 0-Stelle von f

Maximalstelle oder globales Maximum:
Xmax € D mit f(xmax) = f(x) fur alle x € D

Minimalstelle oder globales Minimum:

x* € D mit f(x*) f(x) firx € x* —a,x*x+a] C D

(<)
heil3t lokale Maximalstelle (Minimalstelle), f(x*) lokales
Maximum

Weitere Sprechweisen: Extremal-, Optimalstelle, Extremum,
Optimum

Beispiel: Maximal-, bzw. Minimalstellen

Umsatzmaximierung fur zwei
Produkte mit Absatzquanti-
taten x7,x2 und Preisen

P1,P2:

Gegeben:
Preis-Absatz-Funktionen

x1 =10—p;

undx2:12—p2

Wegen xi,x2 > 0 und

P1, P2 > O folgt
p1 €10,10] und pj € [0,12]

Gesamtumsatz?
Maximalstelle?

Minimalstellen?
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Weitere Eigenschaften reeller Funktionen
f beschrankt < es gibt ¢y, ¢ € R mit ¢y < f(x) < ¢q

f monoton wachsend < (x; <x = f(x7)
f monoton fallend S (x <x2 = f(xq)

bei strenger Monotonie entfallt ,=
f konvex & (x1#x2 = f(Ax1 + (1 —A)xz) <
=

f konkav < (x1 #x2 = f(Axy + (1 —A)x2)
A€ (0,1)

bei strenger Konkavitat entfallt ,=

f periodisch mit Periodep >0 & f(x) =f(x +p)

f gerade (ungerade) <& f(x) = f(—x) (—f(x) = f(—x))
f] fz f3 f4
f1=x fa = x2 fs3 = x3 f4=1/x

Graphen einiger Funktionen

Polynome

Definition
p:R — R mit

p(x) =ap+ arx+axx? +...4+ ax" =

heil3t Polynom n-ten Grades
Schreibweise: grad(p) =n

Satz

Summen, Differenzen und Produkte von Polynomen sind wieder

Polynome.

(x )

px1)=0=u(x) = ist wieder Polynom mit

plx)
grad(u) = grad(p) X1

Z aixt  (mit a, #0)
i=0
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Rationale Funktionen

Definition
q:D — R mit

q(x) = P EX) (mit py,p2(#£ 0) sind Polynome)

p2(x)

heil3t Rationale Funktion.

Satz
Jedes Polynom ist auch rationale Funktione (z.B. p2(x) = c).

Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten (falls definiert)
von rationalen Funktionen sind wieder rationale Funktionen.

Weitere Funktionen

Potenzfunktion

f: Ry — R, mit f(x) =x%, (a € R) heilst Potenzfunktion.

f ist streng monoton wachsend fiir a > 0 und streng monoton
fallend fir a < 0.

Fur a # 0 existiert eine inverse Funktion f~! zu f

Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion
f:R — R, mit f(x) =a*, (a>0,a# 1) heildt
Exponentialfunktion zur Basis a.

g:R; — Rmitg(y) =log,(y), (a>0,a+#1) heildt
Logarithmusfunktion zur Basis a mit g = f~'.

Satz: f, g wachsen streng monoton fur a > 1 und fallen streng
monoton fir a < 1
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Grenzwert einer Funktion

Ausgangssituation
Gegeben: Funktion f : D — R mit D C R™

Grenzwert von f aufbauend auf Konvergenz von Zahlenfolgen

Dazu betrachte: Alle Folgen a™ = (aT%, ..., a,T)T € D mit Grenzwert
aceRYalsoa™ — afirm — oo

Untersuche Grenzwerte lim f(a™).
am—a

Definition des Grenzwerts einer Funktion

f heilt an der Stelle a € R™ (die nicht notwendig zu D gehdren muss)
konvergent gegen f € R,

wenn

1. mindestens eine Folge (a™) mit a™ € D, a™ # a und a™ — a existiert
(d.h. a ist kein ,isolierter Punkt”) )

2. furalle Folgen (a™) mita™ € D und a™ — a® gilt f(a™) — f.

f heit dann Grenzwert von f(a™).

Schreibweise fiir alle gegen a konvergierende Folgen (a™):

lim f(a™)=f  oderkurz lim £(x) =f
Begriff der Stetigkeit
Gegeben
Funktion f: D — R mit D C R™
Definition

f heildt stetig in xo < lim f(x) = f(xo)

X—X0

f heillt stetig in T C D < fist fur alle x € T stetig

Ist f fUr ein X € D nicht stetig, so hei3t x Unstetigkeitsstelle

oder Sprungstelle

Satz

Fir stetige Funktionen f, g gilt:
f+g,f-g f/g(g(x)#0)sind stetig
If|, f o g, sind stetig
Falls f auf einem Intervall definiert und invertierbar: f~!
stetig

Alle elementaren Funktionen sind in ihrem Definitionsbereich

stetig
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8 Wirtschaftsmathematik
Zwischenwertsatz Erochborgor - Weg017

» Gegeben: f: [a,b] — R stetig

» Dann gilt:

1. Grundlagen

f(a) < f(b) = A Yy € [f(a), f(b)] dx e [(1, b] mit f(X) =y 2. Aussagenlogik
A f(x) 4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen
5.1. Grundbegriffe
5.2. Elementare Funktionen
5.3. Stetigkeit

6. Differenzieren
7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
X ]

S-——-—--

I : / \/ Xmax
|
|

= =1 fmin

Abbildung 10.13: f: [a, b] = R mit f stetig

Opitz u.a., (2017, S. 132)
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Gliederung

Grundlegende Bausteine
Aussagenlogik

Mengen

Folgen und Reihen

Reelle Funktionen

Differentialrechnung

Opitz u.a., (2017, Kapitel 11, 12.1, 12.2)

Integration

Finanzmathematik
@ Differentialrechnung

Lineare Algebra Differentialquotient und Ableitung
Anderungsrate und Elastizitat
Kurvendiskussion
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Warum Differentialrechnung?

Anwendungen

Analyse und 6konomische Interpretation
wirtschaftswissenschaftlicher Gesetzmalligkeiten durch
Untersuchung der Charakteristika von Funktionen

Ermittlung von optimalen Loésungen betriebswirtschaftlicher
Entscheidungsprobleme wie zum Beispiel
Absatzmengenplanung, LoBgré3enplanung etc.

Wesentliche Lernziele
Verstandnis des Differentialquotienten
Fahigkeit, eine Funktion zu differenzieren

Bestimmung und Interpretation von Anderungsraten und
Elastizitaten

Durchfiihrung und Interpretation von Kurvendiskussionen

Preisbestimmung beim Angebotsmonopol

Bekannt sind folgende Zusammenhange:

p(x) = ¢1 — caox (Preis-Absatz-Funktion)

K(x) = ¢3 + c4x (Kostenfunktion)

(mit ¢1,¢2,c3,c4 € RT Konstanten)
Damit ergibt sich:

Umsatzfunktion: U(x) = c1x — c2x?

Gewinnfunktion: G(x) = U(x) — K(x) = c1x — co2x? — (c3 + c4x)
Fragen:

Welche Menge/Welcher Preis ist Umsatz-/Gewinnmaximal?

Welche Veranderung des Umsatzes ergibt sich bei einer
Veranderung der Absatzmenge?
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Differenzenquotient: Idee

» Tour de France: Anstieg nach L'Alpe d’Huez

» Lange des Anstiegs: 13,9 km

> Auf einer Héhe von 740 m beginnen die 21 Kehren
¥ Zielankunft liegt auf 1850 m

Hohendifferenz

P Bestimmung von Steigungen: -
9 gung Distanz

9,5 km

12,5 km 15,5 km

Differenzenquotient

Gegeben: Reelle Funktion
f:D—-RmitD € R

Dann heif3t der Ausdruck f(x1 4+ Ax1)

f(x2) —f(x1)
X2 — X1

Differenzenquotient (Steigung) von
im Intervall [x;,x2] C D

Alternative Schreibweise, dabei Erset-
zen von x, durch x1 + Ax1:
fx1+Ax1)—"f(x1) Af(x7)
AX] o

AX] 4

|-
>

AXYq AXq

/

4

|-
>

\ 4

7=

Differentialquotient einer reellen Funktion
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> Af(x1)3. Mengen

4. Folgen und Reihen
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D |ffe rentia I q u Otlent Wirtschaftsmathematik
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Eine reelle Funktion f : D — R mit D C R heil3t an der Stelle
x1 € D differenzierbar, wenn der Grenzwert

im  2fx1)

1. Grundlagen
Ax1—0  AXj

2. Aussagenlogik

existiert. 3. Mengen

) . . G. W. Leibniz )
Ist T an der Stelle x; differenzierbar, heilt (1646-1716) 4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
. Af(X] ) 6. Differenzieren
lim ————
Axq1—0 AX]

f(x1 +Axy) — f(x1)

6.1. Differentialquotient und
Ableitung

6.2. Anderungsrate und
Elastizitat

6.3. Kurvendiskussion

Axq1—0 AX] 7. Integration
df / 8. Finanzmathematik
= —(x1)=1"(x1) -
dX] . Newton 9. Lineare Algebra

(1643-1727)

Differentialquotient oder erste Ableitung von f an der Stel-
le X1.

f heilt in D differenzierbar, wenn f fir alle x € D differen-
zierbar ist.
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Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten (soweit definiert) von
differenzierbaren Funktionen sind differenzierbar.

Summenregel:

1. Grundlagen
(f £ 9)/(X) =f'(x) £ QI(X) 2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

Produktregel:

5. Reelle Funktionen

(f . g)/(x) — f(X)/ i Q(X) + f(X) i g/(x) 6. Differenzieren

6.1. Differentialquotient und
Ableitung

6.2. Anderungsrate und
Elastizitat

Daraus ergibt sich fiir eine Konstante c: (¢ - f)'(x) = c¢ - f'(x)

6.3. Kurvendiskussion

Quotientenregel: 7. Integration
8. Finanzmathematik
z\'/ z'(x) -n(x) —z(x) -n’(x) 9. Lineare Algebra
(%) = ;
n (n(x))

Kettenregel:
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Ableitung elementarer Funktionen

Gegeben: f:D - R, mitD CRunda >0, b € R.
Dann gilt:

f(x) ' (x)
Inx L
X
1
Ioga X xIna
ex ex
a® a*lna
xb bxb!
sinx COS X
COS X —sinx

Ableitungen héherer Ordnung

Gegeben: f:D - R, mitD CRunda >0, b eR

Wenn der Differentialquotient f': D - Rinx € D
differenzierbar ist, dann heif3t

df’'(x)  d*f(x)
dx  (dx)? = ()

zweite Ableitung oder Differentialquotient zweiter Ordnung
von fin x € D.

Analog firn =23,...

d (d™ Vs
e

f(") (x) bezeichnet dabei die n-te Ableitung von f in x € D.

f heiBt n-mal stetig differenzierbar in D, wenn f in D stetig und
in jedem Punkt x € D n-mal differenzierbar ist
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Definition Elastizitat

Beispiel (opitz u.a., 2017, Beispiel 11.28, 5.148)

Voraussetzung: D - R und Far f mit f(x) = 10~ 7ex ergibt sich

f: D — R ist differenzierbar.
€r(x) =4x

Dann heil3t
Damit bei x = 6: e¢(6) = 24
(x) o)
X =
Pr f(X) 35 jl f{x) f(x) Tangente
Anderungsrate von f 3285 Frd s 4
und (Marginale)
Erhohung
30 4 i | von £(6)
f’(X) fI(X) X i~ 26.49
er(x) = = P um249%
fx) f(x) auf ca.
x 32.85
= pr(x) - x s6daol ] /
6_
Y. ! x|
e /7] 6 6.06 g
Elastizitat von f. N
Erhohung von x = 6
um 1% auf x = 6.06

Abbildung 11.8: Elastizitit von f bei x = 6
Opitz u.a., (2017, S. 148)

Elastische versus unelastische Funktionen

Definition

Fur |ef(x)| > 1 reagiert die relative Anderung von f(x)
iberproportional auf relative Anderungen von x, die Funktion f
heil3t im Punkt x elastisch.

Fir |e¢(x)] < 1 bezeichnen wir die Funktion f im Punkt x als
unelastisch.

Beispiel
f(x) = ae®™ mita,b#A0 =

f'(x) abeb*

= =b d
f(x) aebx un

er(x) =x-pe(x) =bx

Die Anderungsrate der Exponentialfunktion ist also konstant
Die Elastizitat wachst linear mit x.
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Steigung und erste Ableitung

Gegeben:

f:[a,b] — Rist stetig und
differenzierbar auf (a, b).

Dann gilt:

f monoton wachsend in
[a,b] < f/(x) > 0 fur alle
x € (a,b)

f monoton fallend in
[a,b] & f/(x) < O furalle
x € (a,b)

f konstant in [a, b] < f/(x) = 0 flr
allex € (a,b)

f'(x) >0flurallex € (a,b) = f
streng monoton wachsend in [a, b]

f'(x) < Oftrallex € (a,b) = f
streng monoton fallend in [a, b]

Krimmung und zweite Ableitung

Gegeben:

f: [a, b] — Rist stetig und zweimal
differenzierbar auf (a, b).

Dann gilt:

f konvex in [a, b] < f”(x) > 0 fur
allex € (a, b)

f konkav in [a, b] < f”(x) < O fur
allex € (a,b)

f beschreibt eine Gerade in
[a,b] & " (x) = 0 fur alle
x € (a,b)

f(x) >O0furallex € (a,b) = f
streng konvex in [a, b]

f’(x) < Ofurallex € (a,b) = f
streng konkav in [a, b]

A7) f'(a2) =0

Abbildung 12.3: Monotonie einer differenzierbaren
Funktion

Opitz u.a., (2017, S. 153)

IPASY

f(x)<o0

7 (x)=0 Fx)=0
(=}
\
2
R
fxp=o0
o o (=}
A A I
2 EZ
kS 5N X
apg ai a» a3 44 as de a7y

Abbildung 12.5: Konvexitdt und Konkavitt einer
differenzierbaren Funktion

Opitz u.a., (2017, S. 154)
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f:R— Rmitf(x) =xe ¥

f'(x)=e *—xe *=(1—x)e ™

1. Grundlagen
Damit: f/(X) > 0 far x < 1 und 2. Aussagenlogik
f/(x) <Ofarx>1

f(x) 4 3. Mengen
= f mon. wachsend fiir x < 1 und f 11 »\ 4. Folgen und Reihen
mon. fallend fir x > 1 o2 ] / N 5. Reelle Funktionen
= f global maximal bei x = 1 1o 3 N 6. Differenzieren
0.1 \ 6.1. Differentialquotient und

= Ableitung

> 6.2. Anderungsrate und

X Elastizitat

6.3. Kurvendiskussion

f”(x) e (] _ X) e X Abbildung 12.10: Graph der Funktion f mit

f(x) =xe™ 7. Integration
= (X — 2) e * Opitz u.a., (2017, S. 156) 8. Finanzmathematik
= f’(x) > 0 fur x > 2 und 9. Lineare Algebra

f7(x) <Ofurx <2

= f konvex fur x > 2 und f konkav
furx < 2
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Definition Wendepunkt

1. Grundlagen

f(x) hatin xo € (a,b) einen Wendepunkt

2. Aussagenlogik
wenn es ein r > 0 gibt mit 3. Mengen
4. Folgen und Reihen

fistin [xo — 1,x0] streng konvex und

5. Reelle Funktionen

fistin [xo,xo + 1] streng konkav und .

. Differenzieren

6.1. Differentialquotient und

(oder umgekehrt) Abieitung

6.2. Anderungsrate und
Elastizitat

6.3. Kurvendiskussion

Definition Terrassenpunkt 7. Integration
8. Finanzmathematik
Xo ist Terrassenpunkt 9. Lineare Algebra

wenn xo Wendepunkt ist
und f'(x) =0
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Voraussetzung

» f zweimal stetig differenzierbar in (a, b) 1. Grundlagen
2. Aussagenlogik
» und f'(xo) = 0 mit (xo € (a,b)) semed

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

Dann g||t 5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren
» f7(x0) <0 = xo ist lokales Maximum von f poteng
1/ . . . 6.2. {\nderungsrate und
» f"(xg) >0 = xg ist lokales Minimum von f Flastiitat
6.3. Kurvendiskussion
7. Integration
» f’(x) < Ofurallex € (a,b) = xp ist globales Maximum 8 Finarzmathematk
von f 9. Lineare Algebra

» f7(x) >0 furallex € (a,b) = xo ist globales Minimum
von f
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2017, Kapitel 11, 12.1, 12.2)

Reelle Funktionen

Differentialrechnung

Opitz u.a.,

Integration
e Integration
Unbestimmte Integrale
Bestimmte Integrale
Uneigentliche Integrale

Finanzmathematik

0000000 ®0Q
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Umkehrung der Fragestellung der Differentialrechnung

Jetzt gesucht: 1. Grundlagen
i A . . Aussagenlogik
Funktion, deren Anderungsverhalten bekannt ist L

3. Mengen
BeISpIe|: 4. Folgen und Reihen
BEka nnt: 5. Reelle Funktionen
Geschwindigkeit eines Korpers in Abhangigkeit der Zeit 6 Differenzieren
G h . 7. Integration
esuc t- 1. Unbestimmte Integrale
Ort in Abha ngig keit der Zeit 2. Bestimmte Integrale

3. Uneigentliche Integrale

8. Finanzmathematik

G | |ederu ng 9. Lineare Algebra

1.  Unbestimmte Integrale
2. Riemannsche Summen und bestimmte Integrale
3. Uneigentliche Integrale
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Eine differenzierbare Funktion F: D — R mit D C R heil3t
Stammfunktion der Funktion f: D — R, wenn fiir alle x € D gilt 1. Grundiagen

2. Aussagenlogik
3. Mengen
F'(x) = f(x
( ) ) 4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

Sind F, F beliebige Stammfunktionen von f, 6. Differenzieren
gilt fur alle x € D: 7. Integration

1. Unbestimmte Integrale

2. Bestimmte Integrale
AN

F(x) — F(x) = konstant

3. Uneigentliche Integrale

8. Finanzmathematik

Also: Hat man eine Stammfunktion F gefunden, gilt fur alle AL
anderen Stammfunktionen
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Unbestimmtes Integral

Ist F: D — R eine Stammfunktion von f: D — R,

so heildt

fur beliebiges c € R

das unbestimmte Integral der Funktion f.

Weitere Bezeichnungen:

x : Integrationsvariable

f(x) :Integrand

¢ :Integrationskonstante

Unbestimmte Integration ist Umkehrung der Differentiation

Einige unbestimmte Integrale

Sei f eine reelle Funktion und c € R eine beliebige Konstante. Dann gilt:

a) f(x)=a(aeR)

b) f(x)=x"(neN, x€eR)
f(x)=xm™ (m=-2,—-3,...

fx)=x"(reR, r#£ -1, x > 0)

o f(x)=x"(x#0)
d f(x)=sinx (x € R)
f(x) =cosx (x € R)

e) f(x)=-¢e*(x €R)

f(x)=a*(a>0, a#1, x €R)

=

J

f(x)dx = ax +c¢

1

f(x)dx = x4+ ¢
n—+1
f(x)dx = Lxm” +c
m+ 1
1
f(x)dx = ——x""" 4+ ¢
T+ 1

f(x)dx =In|x|+ ¢
f(x)dx = —cosx + ¢
f(x)dx =sinx + ¢

f(x)dx =e* +¢
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6. Differenzieren

7. Integration
1. Unbestimmte Integrale
2. Bestimmte Integrale

3. Uneigentliche Integrale
8. Finanzmathematik
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Rechenregeln
Summen und konstante Faktoren
Fir die reellen Funktionen f,g: D — R, D C R existiere das

unbestimmte Integral. Dann qilt:

a) J(f(x) + g(x))dx = Jf(x) dx + J g(x)dx

b) Jaf(x) dx = an(x) dx furalle aeR

Partielle Integration

Fur zwei stetig differenzierbare Funktionen f,g: D - R, D C R
gilt:

Rechenregeln

Substitutionsregel

Die Funktion f: D — R, D C R besitze eine Stammfunktion F
und

g: D1 - R,D; CR, g(Dy) C D sei stetig differenzierbar.

Dann existiert die zusammengesetzte Funktion
fog: D = Rmitz="f(y) ="f(g(x)) =(fog)(x)

und es gilt mit y = g(x)

mit ¢ € R beliebig.
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Riemannsche Summen

Gegeben: Beschrankte und stetige Funktion f: [a,b] > Rmita < b
und f >0

Unterteilen von [a, b] in [a,x1], [x1,%2], ..., [xi—1,%idy ..y [Xno1,b]
mit a = xg, b =xn

In jedem Teilintervall: Wahle Maximum und Minimum:
f(uy) = min{f(x) :
f(vi) = max{f(x) :

x € [xi—1,%xi]} und

X € [xi—1,xil}.

a=2Xxg9 Xi X2 e Xi—1 Xi b = xy,
Abbildung 13.2: Unter- und Oberschranken der
Fldcheninhalte

Opitz u.a, (2017, S.177)

Riemannsche Summen

Untere und obere Grenze 17, < I < IR, fur Flaicheninhalt unter Kurve mit:

n n
Ihin = flu)(xi —xiz1), Ifax =) f(vi)(xi —xi—1)
im iz

Jetzt: Verfeinerung der Unterteilung von [a, b] = Folgen (I ) und (If,)
Existieren fir n — oo die Grenzwerte der beiden Folgen und gilt fir den wahren
Flacheninhalt I unter der Kurve

Jm T = Jm_ Thar =1

dann hei3t f Riemann-integrierbar im Intervall [a, b]
Schreibweise:

Bezeichnungen:
I Bestimmtes Integral von f im Intervall [a, b]
x Integrationsvariable

f(x) Integrand

a, b Integrationsrenzen
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Existenz von bestimmten Integralen

Gegeben: Reelle Funktion f : [a, b] — R. Dann gilt:

rb

a) f stetigin [a,b] = | f(x)dx existiert
rb

b) f monotonin [a,b] = | f(x)dx existiert

Beispiele: Gesucht: jﬂ fi (x) dx fur

2 furx <O
f = und
10x) {1 furx =20
fa(x) = [x]|
f1(x) fa(x)
[
[ 1
| l )
| | [ |
i l S i l S
-1 1 x —1 1 x

Satze zu bestimmten Integralen

Gegeben: Integrierbare Funktionen f, g : [a,b] — R.

Dann gilt:
b b
a) J cf(x)dx:cJ f(x)dx  flrallece R
b b
b) f(x) < g(x) firalle x ¢ [a,b] = J f(x)dx§J o(x) dx

b c b
c) J f(x) dx:J f(x) dx—l—J' f(x)dx  flralle c € (a,b)

C
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Zusammenhang bestimmtes und unbestimmtes Integral

Zusammenhang

Gegeben f: D — R, D C R eine in D stetige Funktion.

Dann existiert eine Stammfunktion F von f mit F'(x) = f(x)

sowie das unbestimmte Integral Jf(X)dx =F(x)+c¢
und das bestimmte Integral J f(x) dx = F(b) — F(a)

Unterschiede

Bestimmtes Integral entspricht einer reellen Zahl
Unbestimmtes Integral entspricht Schar von Funktionen

Integrationsregeln

a) Fur integrierbare Funktionen f,g: [a,b] — R gilt die Additionsregel

b b

f(x) dx—l—J g(x)dx.

a

jb(f(xwg(xndx:J

a a

b) Fir stetig differenzierbare Funktionen f,g: [a,b] — R gilt die
Regel der partiellen Integration

b b

—J f'(x)g(x) dx

c) Ist f: [x,B] — R integrierbar mit der Stammfunktion F und
g: [a,b] — R mit g[a, b] C [«, B] stetig differenzierbar, so gilt die
Substitutionsregel
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Grenzen bei +co

Die reelle Funktion f sei fur alle x € R definiert und integrierbar.

b
Dann heil3t der Grenzwert bIim J f(x) dx, falls er existiert, das konvergente
—00 a

uneigentliche Integral von f im Intervall [a, co), und man schreibt

lim Jb f(x)dx = J'OO f(x)dx .

b—oo a a

Andernfalls spricht man von einem divergenten uneigentlichen Integral.

Entsprechend definiert man das konvergente uneigentliche Integral von f im
Intervall (—oo, b], falls folgender Grenzwert existiert:

lim Jb f(x)dx = J_boo f(x) dx

a——oo a

o0

a
Sind beide Integrale J f(x)dx und J f(x) dx konvergent, so existiert auch

a

JOO f(x)dx = J:o f(x)dx + JOO f(x)dx .

—00 a

Beliebige Grenzen

Geg.: Reelle Funktion f : [a, b) — R, die fur alle x € [a, b — €] mit

€ € (0, b — a) integrierbar. Dann hei3t Grenzwert IimO fz_e f(x)dx (falls er
€—r

existiert)

konvergentes uneigentliches Integral von f im Intervall [a, b]. Schreibweise:

lim Jbe f(x)dx = Jb f(x)dx .

e—0 @ @

Andernfalls: Divergentes uneigentliches Integral

Analog fir alle x € [a + €, b] mit € € (0, b — a), konvergentes uneigentliches
Integral von f in [a, b], mit

lim Jb f(x)dx = Jb f(x)dx .

e=0Jaqe a

Ist f in (a, b) definiert und sind fiir ¢ € (a, b) die uneigentlichen Integrale

J f(x)dx und fl’ f(x) dx konvergent, dann ist auch folgendes Integral
konvergent:
b

Jb f(x)dx :ch(x)dx+J f(x)dx

a a C
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Gliederung

Grundlegende Bausteine
Aussagenlogik

Mengen

Folgen und Reihen

Reelle Funktionen

Differentialrechnung
Integration

Finanzmathematik

0000000 ®0Q

Lineare Algebra

Zinsen

Zinsen: Gebulhr, die ein
Schuldner fir die befriste-
te Uberlassung von Kapi-
tal bezahlt

Betrag der Zinsen (Z): Ab-
hdangig von Hohe des
Uberlassenen Kapitals K,
dem vereinbartem Zins-
satz und der Dauer der
Uberlassung

@ Finanzmathematik
Zinsen
Renten
Tilgung
Kursrechnung

Verwendete Symbole:

Opitz u.a., (2017, Kapitel 27)

Symbol Bezeichnung

Ko Betrag zu Beginn

Ky Betrag zum Zeitpunkt t
Kn Endbetrag (Zeitpunkt n)
n ganzzahlige Laufzeit

Z; Zinsen zum Zeitpunkt t
1= 1% (konstanter) Zinssatz
q=1+1 Zinsfaktor

P (Prozentzinssatz)
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Einfache Verzinsung

Einfache (lineare) Verzinsung gemaf

Khn=Ko+Z
=Ko+ Kp-1-mn

Gesetzlich vorgeschrieben fiir Verzugszinsen und bei Kreditgeschaften
zwischen Privatpersonen
(BGB, §248)

Ko unbekannt: Barwert K, Uber Abzinsung bzw. Diskontierung bzw.
Barwertberechnung

Amtliche Diskontierung:

Kn

Ka =
0 14+ni

Kaufmannische Diskontierung (Nur erste Naherung):

Ko = Kn(] —ﬂl)

Unterjahrige einfache Verzinsung: Sparbuchmethode

Sparbuchmethode: Einteilung des Zinsjahres in 12 Monate zu je
30 Tagen,

Maximal: 360 Zinstage pro Jahr
Dadurch Berechnung von Monats- bzw. Tageszinsen moglich

Dazu: Berechnung des Bruchteils eines Zinsjahres tber die
Anzahl der Zinstage t € {0, 1,..., 360}

Regeln: Einzahlungstag wird komplett verzinst, Auszahlungstag
gar nicht

Daraus ergibt sich

.t .t
Kn—K0+Ko'l'%—Ko <1+1%)

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

7

8.

. Grundlagen

. Aussagenlogik

. Mengen

. Folgen und Reihen
. Reelle Funktionen
. Differenzieren

. Integration

Finanzmathematik

8.1. Zinsen

Einfache Verzinsung
Zinseszinsen

Gemischte Verzinsung
Nominal- und Effektivzins
Stetige Verzinsung

Zeitwert

8.2. Renten

8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra

154

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

7.

8.

. Grundlagen

. Aussagenlogik

. Mengen

. Folgen und Reihen
. Reelle Funktionen

. Differenzieren

Integration

Finanzmathematik

8.1. Zinsen

Einfache Verzinsung
Zinseszinsen

Gemischte Verzinsung
Nominal- und Effektivzins
Stetige Verzinsung

Zeitwert

8.2. Renten

8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

9.

Lineare Algebra

155



Dle ZinseSZinSformel Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Wahrend Laufzeit Zinszahlungen mit sofortiger Wiederanlage
und Verzinsung zum Zinssatz i

1. Grundlagen
EntWiCkIung deS Ka plta|S: 2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

K] — K() + KO . i — KO . (1 —|— ‘L) —= KO . q 5. Reelle Funktionen
Kz _ K] ) (] + l) _ (KO . q) ) q _ KO ) qz 6. Differenzieren
K3 = K2 . (] + l) - (KO . qZ) . q = KO . q3 8. Finanzmathematik

8.1. Zinsen

7. Integration

Einfache Verzinsung
Zinseszinsen
Gemischte Verzinsung
Damit: Zinseszinsformel, mit n (zunachst) ganzzahlig. Nominal und e

tetige Verzinsung
Zeitwert
8.2. Renten

KTL = KO . q 8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra

q™ heil3t Aufzinsungfaktor
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Auflésung der Zinseszinsformel nach Ky, g und n:
1. Grundlagen

_ 2. Aussagenlogik
_ n
KO - an

3. Mengen
4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

Abzinsungs- oder Diskontierungsformel

6. Differenzieren

g~ " heit Abzinsungsfaktor ol

8. Finanzmathematik

8.1. Zinsen

K K Einfache Verzinsung
n n . n n X N
e R — bZW_ 1= —_ = Zinseszinsen
K 0 KO Gemischte Verzinsung

Nominal- und Effektivzins
Stetige Verzinsung
Zeitwert
In Kn —|n KO 8.2. Renten
n=——w—— 8.3. Tilgung
In q 8.4. Kursrechnung

9. Lineare Algebra
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G em | SC hte Ve rZi nsun g Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Ublich: Einfache Verzinsung bei Restlaufzeiten kleiner einem
ganzzahliges Vielfachen der Zinsperiode

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

Genauel‘: M|t 3. Mengen

Aty (Anzahl Zinstage im ersten Jahr), 4. Folgen und Reihen
n (die weiteren, ganzen Zinsperioden) und = ey
At; (Zinstage im letzten Jahr), o o

. Integration

gilt fir das Endkapital K,: 8. Finanzmathematik

8.1. Zinsen

6. Differenzieren

Einfache Verzinsung

. A't 1 . . Atz Zinseszinsen
KX — K . 1 1 —— o 1 1 uc . ] 1 — Gemischte Verzinsun
0 ( + 360 ) ( + ) ( + 360 ) Nominal- und Effekti\?zins

Stetige Verzinsung

Zeitwert

Gemischte Zinsrechnung unter Verwendung der g
Sparbuchmethode zur Bestimmung der Anzahl der Zinstage 5. Lineare Algebra
Gemischte Verzinsung: Beispiel [ i
Beispiel
Am 15.9.2016 wurden € 12 000 zu 3,75 % angelegt. Wie hoch ist "
der Endbetrag bei Kontoauflosung am 21.9.2023 (letzter Zinstag 1. Grundlagen
20.9.2023)? 2. Aussagenlogik
3. Mengen
L ~ n : 4. Folgen und Reihen
OSU g 5. Reelle Funktionen
]59 é (9 e ]) . 30 _|_ 15 — 255 6. Differenzieren
7. Integration
= At] - 360 o (255 o ]) - 106 8. Finanzmathematik
20.9. 2 (9—1) 30+ 20 = 260 i
= At; = 260 R
(n=6): 12 o
0,0375 - 106 0,0375 - 260
KX — ]2 OOO . ] it bt . ] O 756 . ] Dy 9. Lineare Algebra
( T 360 ) 03 ( T 360 ) i

— 15 541,20
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Gemischte Verzinsung: Anmerkungen

Wirde man - von ty ausgehend - in ganze Jahre und einem
Rest aufteilen, so ergabe sich:

0,0375 - 6
_|_ -

p— . 7-
Ky =12 000 - 1,0375 (1 o

) — 15 537,08

(7 Jahre von 15.9.16 bis 14.9.23; dazu 6 Tage)

Wirde man die Zinseszinsformel mit nicht-ganzzahligem
Exponenten verwenden, so ergdbe sich Folgendes:

K, = 12000 -1,03757 360 = 15 536,90

Gemischte Verzinsung ist also (zumindest fiir Kapitalanleger)
verbraucherfreundlich

Gemischte Verzinsung: Anmerkungen

Nachteil der gemischten Verzinsung
Die gemischte Verzinsung ist inkonsistent und vom Zeitpunkt
des Zinszuschlages (bzw. der Einzahlung) abhangig.

Im Beispiel: Ware der Zeitraum um einen Monat verschoben
(vom 15.10.16 bis zur Auflésung am 21.10.23), so ergdbe sich ...

0,0375 - 76 0,0375 - 290
L =12000 - 0575 - 761} 6. 0,0575 - 270
K, = 12 000 (1+ e ) 1,0375 (1+ 6 )

— 15 540,31

Die Widerspriiche verschwinden, wenn eine unterjahrige
Verzinsung zum konformen Zinssatz vorgenommen wird.
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Unterjahrige Verzinsung

Abrechnung und Zahlung von Zinsen nicht jahrlich, sondern in
kiirzeren Abstanden

Dazu: m gleich lange Zinsperioden pro Jahr
Typische Aufteilungen: m = 2,4, 12 Zinsperioden

Annahme: Laufzeit n in Jahren sei (aus Vereinfachungsgriinden)
ein ganzzahliges Vielfaches von n% (zB. m =2, n =15 oder
m=12,n=1,25).

Bei m Zinsabschnitten pro Jahr heift gegeben, so heif3t:

der Zins i oder inom der nominelle Jahreszins oder Jahreszins,
el = # der relative Periodenzins,

ikon der zu i konforme Periodenzins, mit dem die periodische
Verzinsung uber i,o zum selben Ergebnis flhrt wie die jahrliche
Verzinsung mit 1.

(1 +ikon)m = (] ‘|‘i)

Unterjahrige Verzinsung

Betrachte den relativen Periodenzinsen i,q = ﬁ, so heif3t:

i1 der nominelle Jahreszins

i der effektive Jahreszins, wenn jahrliche Verzinsung mit i
zum selben Ergebnis flihrt wie periodische Verzinsung mit 1.
(Entsprechendes gilt fur qyej, gkon, qeff)-

K1 =Ko - qral = Ko - qeff
= deff = drel

. : i
Mit gret = 1+l =1+ —
m
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Unterjahrige Verzinsung: Formel

Damit: Effektivzins qqs ist
= (T+ie)™ = 145 ;
deff = rel) = -

Endkapital K,, ist:

Anmerkung: m - n muss nach o.g. Bedingungen ganzzahlig sein.

Beispiel zur unterjahrigen Verzinsung

Beispiel

Ein Betrag von 10 000 € soll zu 5% nominal bei monatlicher
Verzinsung angelegt werden. Welcher Betrag kann nach 16
Monaten entnommen werden? Wie hoch ist der Effektivzins?

Losung:
Miti=5%, m=12und m-n = 16 qgilt:

i\™n" 0,05\ '°
Ko=Ko- {1+ — —10000- 1+ — 10 687,91 €
m 12

Effektiver Jahreszins:

512
iﬁ:0+%g>-4:aU%
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Beispiel zur unterjahrigen Verzinsung mit dem konformen Zinssatz

Widerspriiche der gemischten Verzinsung verschwinden, wenn eine
unterjahrige Verzinsung mit dem konformen Zinssatz gemal3 den
Richtlinien flir den internationalen Wertpapierhandel (ISMA -
International Securities Market Association) vorgenommen wird.

Beispiel
Am 15.9.2016 (15.10.2016) wurden 12 000 € zu effektiv 3,75 % angelegt.
Wie hoch ist der Endbetrag bei Kontoauflésung am 21.9.2023 (21.10.2023)?

Losung

Verwendung des konformen Zinses auf taglicher Basis,
also quon = >°V/1,0375 = 1,03753%0

106 260

Kn = 12000 - 1,0375363 - 1,0375° - 1,03753¢0 = 15 536,90

290

alternativ: K, =12 000 - 1,0375% -1,0375% - 1,0375360 = 15 536,90

Stetige Verzinsung

Lasst man m — oo wachsen, so erhdlt man aus der obigen Formel

Ky = lim Ko (1+l) :Kollim ((Hi) )] =Ko (e!)"
m—oo m m— o0 m

die Formel fir die stetige Verzinsung:
Kn=Ko-e™
Fir den effektiven Jahreszinssatz gilt damit:

leff =€ — 1

Anwendung stetiger Wachstumsprozesse:

Okonomie (Bevdlkerungswachstum),
Physik (radioaktiver Zerfall),
BWL (Portfolio- und Kapitalmarkttheorie)
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Beispiel zur stetigen Verzinsung

Beispiel (liberzogenes Girokonto)

Ko = 10 000€, n = 5, nominaler Jahreszins i = 0,19. Wie hoch ist
Ky und pqg bei stetiger Verzinsung?

Losung:
Kn =Ko -et™=10000-e%'7° =25 857,10€

ieff = 60’19 —1= 20,925 %

Anmerkungen

Bei Variation von m ergeben sich:

m 1 2 4 12 o0
Peff 5 19903 20397 20,745 20,925

Die stetige Verzinsung wird z.B. in der Portfoliotheorie verwendet, da
sie mathematisch einfacher zu handhaben ist als die diskrete
Verzinsung.

Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik

Das Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik fuir Vergleich von
Zahlungen, welche zu verschiedenen Zeitpunkten anfallen.

Vereinfachende Annahmen:

Zinseszinsliche Verzinsung
Zahlungen stets am Anfang oder am Ende einer Zinsperiode
Prinzip

Vergleich von 2 oder mehreren zu verschiedenen Zeitpunkten
anfallende Geldbetrage: Beziehen auf den gleichen Zeitpunkt durch
geeignetes Auf- oder Abzinsen.

Wahl des Zeitpunktes dabei unerheblich.
Meist: Zeitpunkt t = 0 oder t = n (Ende der Laufzeit)

t = 0 den Anfang des ersten Zinszeitraums (,heute”).
t = 1 Beginn des 2. Zinszeitraums (1.1. des 2. Jahres).
t = 2 Beginn des 3. Zinszeitraums (1.1. des 3. Jahres).
t = n Ende des letzen Zinszeitraumes (31.12. des n-ten Jahres)
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Aquivalenzprinzip: Herleitung

Zwei Zahlungen, A im Zeitpunkt ta und B im Zeitpunkt tg,
sind dann gleichwertig (A ~ B), wenn ihre Zeitwerte in jedem
Zeitpunkt t tGbereinstimmen.

Beispiel
Gegeben: A =10000,ta =2, p=7%
Gesucht: B mit tg =5 so, dass A ~ B.

Losung:

B =10000-1,07°7%) =12 250,43 €
Eine Zahlung von € 12 250,43 nach 5 Jahren ist also gleichwertig
zu einer Zahlung von € 10 000 nach 2 Jahren. Der Barwert (,Wert

heute”) beider Zahlungen ist tibrigens
10 000 - 1,0772 =12 250,43 - 1,07 7> = 8 734,39 [€].

Zahlungsstrome, Barwert, Endwert

Ein Zahlungsstrom (Ap,..., A ) ist eine Folge von Zahlungen
mit Zahlungszeitpunkten t =0,...,n.

Summe aller auf t = 0 abgezinsten Zahlungen (Kapitalwert):

| >

tziAt-q_t

t=0

-+

Ko =
o;q

Summe aller auf t = n abgezinsten Zahlungen (Endwert):
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Gleichheit zweier Zahlungsstréme

Zwei Zahlungsstrome (A.), (B¢), t =0,...,n sind genau dann
aquivalent, wenn sie zu einem beliebigen Zeitpunkt T den
gleichen Zeitwert besitzen:

(A¢) ~ (By) <« Y oAt q-t = >t oBt: q—t
& ' oA q Y = q' X oBi-qt
g Z?:o(At —By)-q7t = 0

Investitionsrechnung: Beispiel

Beispiel

Kalkulationszinssatz gleich 5 %. Welches Projekt ist zu bevorzugen?

Jahr t 0 1 2 3 4 5

A 0 1000 0 1000 0 1000
B 400 400 400 600 600 600

LOsung: Kapitalwert von (A ):

5

> A¢-1,05671=0-1,05°+1000-1,05"" +0-1,05"2+1000-1,05
t=0 +0-1,05"%+1000-1,0577°
= 2599,74
Kapitalwert von (B¢ ):

5

Z B¢ 1,057t =400-1,05° +400-1,05"" +400-1,05"2 +600-1,053
t=0 +600-1,05"% +600-1,05°

= 2625,80

Alternative B ist der Alternative A vorzuziehen.
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Rentenrechnung

Definition

Rente: Zahlungsstrom mit Zahlungen in gleichen zeitlichen
Abstanden und (meistens) in konstanter Hohe

Unterscheidung zwischen Renten

mit Zahlung am Ende einer Rentenperiode (nachschssig)
mit Zahlung zu Beginn einer Rentenperiode vorschissig)

mit endlicher Laufzeit (endliche Renten)
mit unendlicher Laufzeit (ewige Renten)

Rentenrechnung: Symbole

Symbol Bezeichnungen

Tt Rentenrate in Periode t

n Laufzeit (t=1,...,n)

m Anzahl der Rentenzahlungen pro Zinsperiode
q Zinsfaktor

Ro Barwert der Rente

Rn Endwert der Rente
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Nachschissige konstante (endliche) Renten Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Rentenzahlung jeweils am Ende einer Zinsperiode, jeweils in Hohe
von

1. Grundlagen
2. Aussagenlogik

TT=T)=---=Tp, =cCONst. =7r 3. Mengen

= Rentenendwert Ry: . Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

RTL =7 qn—1 + T qn—z + L + T- q _|_ T 7. Integration
] 5 8. Finanzmathematik
— n— n— 1. Zinsen
=r (@ g )
n—1 Unterjéhrige Renten
. . Ewige Renten
=r- Y qt (geometrische Reihe) 2. Tiaung
tzo 8.4. Kursrechnung
no_ ] 9. Lineare Algebra
_ .. 4
q—1
176
Rentenendwert und Rentenbarwert Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Endwert R,, der Rente:

1. Grundlagen
2. Aussagenlogik
=T7T- NREFp,n 3. Mengen

. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

NREF: Nachschissiger Rentenendwertfaktor flir endliche At atE
konSta nte Rente. 8. Finanzmathematik

8.1. Zinsen
Barwert der Rente: 82. Renten
Unterjéhrige Renten
Ewige Renten
8.3. Tilgung
no__ ] n __ 8.4. Kursrechnung
R o.gm—y._ 4 4=t

9. Lineare Algebra

NRBF: Nachschussiger Rentenbarwertfaktor
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Belsplel Rentenendwert Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Beispiel

Genau 10 Jahre lang wurde jeweils zum Jahresende ein Betrag von ' Srndlaoen
12.000 € zum Zinssatz von 4% angelegt. Wieviel kann zu Beginn 2 Aussagenlogll
des 11. Jahres (entspricht dem Ende des 10. Jahres) abgehoben
werden?

3. Mengen
4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

LOSU ng: 6. Differen‘zieren
Mit n =10, g = 1,04 und r = 12 000 gilt Folgendes: 7. Integration

8. Finanzmathematik

8.1. Zinsen
1 0410 —_— 1 8.2. Renten
R]O — ]2 OOO . ,— Unterjahrige Renten
] )04 - 1 Ewige Renten
8.3. Tilgung

8.4. Kursrechnung

- ]2 OOO : 12)0061 07 9. Lineare Algebra

— 144 07328 [€]
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Be|Sp|E| Re nten ba rwert Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Beispiel
1. Grundlagen

Aus welchem zum Zeitpunkt 0 eingezahlten Betrag kann 10 Jahre 2. Aussagenlogik
lang bei 4% Zins eine konstante nachschissige Rente von 12.000 o
€ bezahlt Werden? 4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

LOsung: Frage nach dem Barwert einer Rente. Mit n = 10, . Differensioren
q - ],04 Und T = 12 OOO g||t: 7. Integration

8. Finanzmathematik

8.1. Zinsen

1 ,041 0 _ 1 8.2. Renten

Unterjéhrige Renten

] )04] ] - 1 ’04] O Ewige Renten

8.3. Tilgung

Ro =12 000 -

8.4. Kursrechnung

~ ]2 OOO . 8)1 10896 9. Lineare Algebra

~ 97 330,75 [€]
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Umformung der Rentenbar- und -endwertformel

Je nach Fragestellung: Laufzeit n, Rentenzahlung r, Verzinsungsfaktor q

Rentenzahlung r:

n+1 _ n _

r:L:RO_q " Ra _R..J 1
NRBF,, » qr—1 NREF, qr—1

Laufzeit n aus Ry: q aus Ry:
Rn-i n+1 n !

In(1+ Bat) Roq™ — (Ro+1)q" +7=0.
n —
Ing
g aus Ry:

Laufzeit n aus Ry:

—In (1 —R%'i)

n= Inq Berechnung von q im Allgemeinen
nur ndherungsweise (iterativ) moglich

r~q“—Rn~q—|—Rn—r£O.

Beispiel nachschiissige Rente

Beispiel

Ein Steuerberater kauft die Kanzlei eines alteren Kollegen und
muss als Kaufpreis 10 Jahre lang jahrlich-nachschissig je 12.500 €
zahlen. Durch welchen Betrag kénnte der Steuerberater diese
Zahlungsverpflichung sofort bei Vertragsabschluss ablésen, wenn
mit 8% Zinsen kalkuliert wird?

Losung: Gesucht ist der Rentenbarwert mit r = 12 500, q = 1,08
und n = 10. Es gilt dann:

1,080 —1

Ry = 12 500 -
0 >00 1,081 —1,0810

= 12500 - 6,710081

— 83 876,01 [€]
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Beispiel nachschiissige Rente

Beispiel

Der Barwert einer Uber 15 Jahre laufenden nachschissigen
Jahresrente betragt bei 5%-iger Verzinsung 10.380 €. Wie hoch
sind die jahrlichen Rentenzahlungen?

Losung: Gesucht sind die Rentenzahlungen r mit Ry = 10 380,
q = 1,05 und n = 15. Es gilt dann:

1,05'¢ — 1,053

— 10380 -
T=10380 2 e

=10 380 - 0,096342

—1000,03 [€]

Vorschissige konstante Renten

Rentenbetrag wird jeweils zu Beginn der Zinsperiode in Hohe von
vy =15 =-.- =71/ =1’ bezahlt.

aquivalenzprinzip = Endwert der Rente:

vorschiissige Rentenzahlung r’ ~ nachschissige Rentenzahlung
r = r=r1'q

R, = r’-q-q _1:r'-VREFp,n

VREF: Vorschiissiger Rentenendwertfaktor

Barwert der Rente:

Ro = Rn'q_n
q" —1
5 0 — 4 — T — — 4/ —

= ‘r/

VRBF: Vorschiissiger Rentenbarwertfaktor
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Unterjahrige Raten und jahrliche Verzinsung

Aufteilung der Zinsperiode in mehrere gleich lange

Rentenperioden, d.h. m Rentenzahlungen pro Zinsperiode (= Jahr).

Dazu:
Rechnung mit einfacher Verzinsung innerhalb der Zinsperiode

Rentenzahlungen nachschissig (also am Ende jeder unterj.
Rentenperiode) oder vorschiissig mdglich

L6sung: Errechnung von konformen (gleichwertigen) jahrlich
nachschussigen Ersatzzahlungen zu den m unterjahrigen
Zahlungen.

Definition

T heilt konforme jahrlich nachschiissige Ersatzrentenrate einer
nachschiissigen (oder vorschiissigen) unterjahrigen Rentenrate r.

Konforme jahrliche nachschissige Ersatzrentenrate

Berechnung von r.:

falls unterjahrige Rente nachschissig:  falls unterjahrige Rente vorschiissig:

GE
Te=7-14+—-1
m

1 .
Te=T+71- |1+ —"1
m

2 . 2
+r-o {1+ —-i +r-(1+—-i)
m m
+ ... 4+
m—1 m
_|_r(]_|_ —y 1) + 7T (1+m 1)
= T-M =T -mMm
1 1
+ir-—(1+2+...4(m—1)) +i-7-—(0+2+...4+m)
m m
. —1 m+ 1
Te =T- |M+1- > Te =T- M+1 >

Aus Ersatzrentenrate r.: Weiterrechnen mit Formeln fir jahrliche nachschissige
Rente
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Beispiel konforme Ersatzrentenraten

Beispiel

Ein Sparer legt monatliche nachschiissig 1.000 € auf ein Konto.
Wie hoch ist der Kontostand nach 10 Jahren bei einem Zinssatz

von 4%?

Losung: Gesucht ist der Rentenendwert auf Basis der konformen
Rentenraten. Mitn =10, m =12, g = 1,04 und r = 1 000 ergibt

sich Folgendes:

B 0,04-117 1,0410 — 1
R1o_1OOO[12+ 5 ]-1’04_1

- 7
-~

12,22
=12220-12,006107 = 146 714,63

Beim Zinssatz von i = 4% kann eine monatlich nachschissige

Rente von 1.000 € durch eine jahrlich nachschissige

Rentenzahlung von 12.220 € gleichwertig ersetzt werden. Der

Kontostand nach 10 Jahren betragt 146 714,63 €.

Ewige Renten

Eine Rente heil3t ewige Rente, wenn Anzahl n der

Ratenzahlungen nicht begrenzt, n also beliebig grof3 wird

(n — o0).
Berechnung des Rentenendwertes dann nicht moglich
Rentenbarwert Ry existiert jedoch:

Ro = lim (r-NRBF)=r- lim — -

n—oo n—oo qTl q— 1

-
r-Iim( d )rLI
n—oo\ —1 q—1 i

Damit: Rentenbarwert einer nachschiissigen ewigen Rente:

T
Ro = +
i
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Ewige Renten: Beispiel

Beispiel

Wie grofB ist der Barwert einer ewigen nachschiissigen Rente von
40.000 € pro Jahr, wenn der Zins bei 8% liegt?

Losung:
~ 40000
°~ 70,08
Anmerkung: Geht man von einer vorschiissigen ewigen Rente
aus, so ergibt sich fir den Rentenbarwert:

/

-
Ro=1"+ —
1

= 500 000

Tilgungsrechnung

Rickzahlung oder Tilgung gréBerer Darlehen oft in mehreren
Raten

Hier betrachtet: Tilgung in mehreren Teilbetragen, in
konstanten Zeitabstanden

Jede zu bezahlende Rate beinhaltet Zinsen und Tilgung
Verwendete Symbole:

Symbol Bezeichnung

S Darlehenssumme, Anfangsschuld

Ry Restschuld nach k Jahren

n Tilgungsdauer (€ N)

Zy Zins am Ende des k-ten Jahres

Ty Tilgungsquote am Ende des k-ten Jahres
Ax Annuitat am Ende des k-ten Jahres

Unterscheidung zwischen Ratentilgung und Annuitatentilgung
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Ratentilgung

Wahrend Laufzeit sind Tilgungsquoten konstant. Daraus folgt:

R
n

und damit:

Ry =S —k-T Restschuld nach k Jahren
Zy =Rx_7-1 Zins am Ende des k-ten Jahres

A =2+ T Annuitat am Ende des k-ten Jahres

Annuitatentilgung

Problem der Ratentilgung: Belastung anfangs hoch, spater
geringer

Ausweg: Konstanthalten der Annuitaten Gber Rentenformel

Ak:A:S}JM—H
qr—1

Daraus ergibt sich:

k _
=S oA

Zy =Ry_1-i=A-(1—q* ™) Zinsen im k-ten Jahr

Ty =A—Zx=A gk ! Tilgung im k-ten Jahr

Restschuld nach k Jahren
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Kursrechnung

Festverzinsliche Wertpapiere

Wertpapier: Investor erwirbt flir bestimmten Preis ein Recht auf
Zahlungen

Hier: Gesamtfallige festverzinsliche Wertpapiere

Emission (Erstausgabe): Investor zahlt pro 100 € Nennwert
einen Preis Cy (Emissionskurs)

Emittend: Zahlt wahrend Laufzeit Zinsen (Kuponszahlung) und
(meist nach Ablauf) Tilgung (Ricknahmekurs)

Kuponzahlung: mittels nominellen Jahreszinses i* (oder
Jahreszinsfull p*) auf den Nennwert an Investor, meist jahrlich
nachschussig

Falls 1* = 0: Null-Kupon-Anleihen oder Zerobonds

Rucknahmekurs: Tilgung in einem Betrag am Ende der Laufzeit
C,, als Prozentsatz des Nennwertes

Rendite: is¢ Jahrlicher Effektivzins, der Leistung des Investors
und des Emittenden gleichwertig macht

Kursrechnung

Aquivalenzgleichung fiir Emissionskurs

q" —1
q—1

CO:p*. .qfn_}_Cn.qfn

Dabei:

n : Laufzeit in Jahren

Co : Emissionskurs

p* : Nominalzinsful3, jahrliche Zinszahlung pro 100 € Nennwert
C,, : Ricknahmekurs am Ende der Laufzeut

q = 1 + i : Effektiver Jahreszins bzw. Rendite des festverz.
Wertpapiers

Anmerkungen:

Gleichung i.a. nicht elementar nach q auflésbar
Deswegen oft: Naherung durch Iteration (z.B. regula falsi)

Emissionskurs = mit Rendite abgezinster Kapitalwert samtlicher
zukinftiger Leistungen des Wertpapiers
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Kursrechnung

Ganzzahlige Restlaufzeiten

Festverzinsliche Wertpapiere kénnen meist jederzeit gehandelt

werden

Annahme zunachst: Handel nur unmittelbar nach

Kuponzahlung mdéglich

Gesucht: Kurs C; fur eine Restlaufzeit von t Jahren

Lésung: Preis eines Wertpapiers ist zu jedem Zeitpunkt der

Kapitalwert aller in der Restlaufzeit noch ausstehenden

Leistungen

Abgezinst wird dabei mit dem Marktzins (auch: Umlaufrendite)

Ct:p q_]

Kursrechnung

Risikoanalyse — Duration

Anderung des Marktzinses: Ab/Aktueller Wert

hangig von Zeitpunkt Auswir-
kung auf aktuellen Wert des Pa-
piers

Fall 1 (Zins steigt): C, ist niedri-
ger, aber Wiederanlage der Ku-
ponzahlungen erbringen mehr
Rendite

Fall 2 (Zins fallt): C, ist ho-
her, aber Wiederanlage der Ku-
ponzahlungen erbringen weni-
ger Rendite

Vermutung: An einem (Zeit-
)Punkt heben sich diese beiden
Effekte auf

Dieser Zeitpunkt heil3t
Duration D.

. gt —1

'q_t‘l'Cn’q_t

190

180

160

150

140

130

1=6%
1=4%
1=2%

Zeit t
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Kursrechnung
Risikoanalyse — Duration

Der aktuelle Wert eines Papiers C(q) = q* - Co(q) andert sich
also nicht bzgl. Anderungen von q, wenn t = D

damit gilt flr die Duration D

oCplq) _ 0

aq aq

(q” - Co(q)) =D -q” 'Colq) +q

Da qP~! immer positiv ist muss also fiir D gelten
D - Col(q)+q- %cgq) = 0 und damit:

~09Go(d) ¢ :_q,Cé(q)
dq Co(q) Colq)

D =

Weitere mogliche Interpretation der Duration als
Bruttozinselastizitat des Barwertes.

Kursrechnung

Partielle Ableitung des Kapitalwertes
Fur die Berechnung von D ist C4(q) zu bestimmen;
bei einem festverzinslichen Wertpapier ergibt sich so
pr n-q" '(q—1)—(q"—1)

1
) qn (g —1)2

/ - n qTL B
Co(q)__qn+] (p* q_1
Varianten der Duration

Modifizierte Duration: Elastizitat (von 1):

€Cy,i = C

Auswirkungen von Zinsanderungen

Bei bekanntem Emissionskurs: Auswirkungen kleiner Zinsanderungen
Uber Duration

Co(i+ A1) = Cp(i) - (1 —MD - Ai)
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Gliederung

Grundlegende Bausteine
Aussagenlogik

Mengen

Folgen und Reihen

Reelle Funktionen

Differentialrechnung
Integration

Finanzmathematik

0000000 ®0Q

Lineare Algebra

Warum beschaftigen wir uns mit linearer Algebra?

Jb‘_'
&

@ Lineare Algebra
Matrizen und Vektoren

Matrixalgebra
Punktmengen im R™
Lineare Gleichungssysteme
Inverse Matrizen
Determinanten

Eigenwerte

Opitz u.a., (2017, Kapitel 14, 15, 17)

Quantitative tabellarische Daten (Excel) sind aus betriebs- und

volkswirtschaftlichen Fragestellungen nicht wegzudenken

Methoden der Matrizenrechnung erleichtern beziehungsweise
ermdglichen die Analyse solcher Daten

Wesentliche Lernziele

Kennenlernen der Eigenschaften von Matrizen

Beherrschen elementarer Matrixoperationen

Fahigkeit, lineare Gleichungssysteme aufzustellen, zu |6sen und

diese Losung darzustellen

Beherrschen des Invertierens spezieller Matrizen
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Einfiihrung

Beispiel 1

Eine Unternehmung stellt mit Hilfe der Produktionsfaktoren Fq, F,, F3 zwei
Produkte P, P> her.

Zur Produktion flr jede Mengeneinheit von P; (j = 1,2) werden aj;
Mengeneinheiten von F; (i = 1,2,3) verbraucht.

Verbrauch fur eine Einheit des Produkts
Pq P>

von Einheiten Fiq a as

der F2 azq az2

Produktionsfaktoren  F3 asq aso

Grafisch dargestellt:

P1 P>

Einfiihrung

Beispiel 2
Fir fanf gleichartige Produkte P, ..., Ps werden drei Merkmale erhoben,

und zwar der Preis, die Qualitat und die Art des Kundenkreises, der das jeweilige
Produkt nachfragt.

Ergebnis:
Merkmale
Preis  Qualitat Kundenkreis
Produkte P, 20 sehr gut A
P, 18 sehr gut B
P3 20 sehr gut A
P4 16 malig C
Ps 18 ordentlich B
Fragen:

Ahnlichkeit von Produkten
Finden von Kundensegmenten

Zuordnen zu diesen Segmenten

—— Marktforschung
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Definitionen

Definition Matrix
Ein geordnetes, rechteckiges Schema von Zahlen oder Symbolen

(CL]] an aij (11n\

arzq azo e az; e arn

A— . . . . — (i)
Qail aiz cen aij . Qin )/m,n

\am1 Am2 N Amj N amn/

mit m,n € N hei8t Matrix mit m Zeilen und n Spalten oder kurz
m x n-Matrix (Im Folgenden: a;; € R).

aiiy...,amn heiBen Komponenten der Matrix.
Dabei gibt i die Zeile und j die Spalte an, in der a;; steht.
i heilt Zeilenindex und j Spaltenindex von ay;.

Sind alle Komponenten aj; reelle Zahlen, so spricht man von einer
reellen Matrix.

Transponierte Matrix

Definition
Zu jeder m x n-Matrix

aii A1n

am1 o o0 amn

heil3t die n x m-Matrix
al . ami
AT =

a.1n o o0 amn

die zu A transponierte Matrix

= (A1) =A
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Beispiel transponierte Matrix

2

>

I
VR

—

W N
o1 W
N A

wl
N———

>

._|

I
G AW =
AN W =

b)

B
—

I
(S2RNONT )
oS B~ W
—~
>
—
~

—

I

>

I
w N
W =
S G N

Vektoren

Definition

n x 1-Matrix heif3t Spaltenvektor mit n Komponenten:

ai
an
1 x n-Matrix heil3t Zeilenvektor mit n Komponenten:

a' =(ar,...,an)
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Geometrische Veranschaulichung von Vektoren

1 0 1 2 V%I§toren im R!
A

e )

2) (:'ZA /@) ................

(

Vektoren im R? Vektoren im R3

Relationen zwischen Matrizen

Definition

Seien A = (ayj),, ,, und B = (by;) . reelle Matrizen mit
ubereinstimmender Zeilenzahl m und Spaltenzahl n.
Dann wird definiert:
A =B
A+B
A<B
A<B

ai]‘:bi)‘ fUraIIei:1,...,m,j:1,...,n
ai; # by;  fur mindestens ein Indexpaar (i, j)
ayj < by V(i,j)

ayj < by V(i,j)

tee

Entsprechend A > B und A > B.

0
3
0

o | H
'] ‘] ar } > A2, Matrixalgebra
< O> 3 9.3. Punktmengen im R™
- 9.4. Lineare
v 4
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Spezielle Matrizen

Definition

a)
b)

C)

d)

A= (aij)n,n heilt quadratisch
A = (aij), , Mit A= AT heit symmetrisch

A = (ay),, ,, heiBt Dreiecksmatrix, wenn
ai; = 0 fur i < j (untere Dreiecksmatrix) oder
aij; = 0 fur i > j (obere Dreiecksmatrix)

A = (aij),, , heilt Diagonalmatrix, wenn ai; = 0 fur alle i # j

A= (aii)n,n heiflt Einheitsmatrix, wenn a;; = 1 fur alle i und
ay =0 firallei#j

Addition und Subtraktion von Matrizen

Definition

Gegeben: A = (ayj),,, ,, und B = (by)

o
Dann qilt:

Addition: A + B = (aij),, ,, + (bij), , = (ay + bij)

Subtraktion: A — B = (aij), , — (bij) 0 = (a5 —bij), o
Damit:
A4+B=B+A

(A+B)+C=A+(B+C)

Addition/Subtraktion nicht definiert, wenn Zeilen- bzw.
Spaltenzahl nicht Gbereinstimmen
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S ka |a re M u Itl pl | kat| on Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Definition

Gegeben: A = (aij),, ,, und r € R (Skalar). 1. Grandiagen
Dann gilt: 2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
r-A=r1- (ai]‘)m n— (T’ . ai)')m n= (ai)' . r)m n-— A-r 5. Reelle Funktionen
) )

)
6. Differenzieren

Beispiel:

7. Integration

5 . ] 2 — 5 1 O 8. Finanzmathematik
3 5 1 5 25 9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren

9.2. Matrixalgebra

A u Be rd e m g i |t: 9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

(rs)A = 71(sA) (Assoziativgesetz) o3 s e
(T. —|— S)A rA— + SA— (DiStribUtngesetZ) 9.7. Eigenwerte

TA+B) = rA+1B
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Gegeben: B: p x n-Matrix
und B = (bkj)p»n' b]] b12 te b]n 1. Grundlagen
Dann gllt 2. Aussagenlogik
v by b b segEned
N 21 22 ... 2n
.“0 3. Mengen
\
oY X .ﬂo'\j’ . o . . 4. Folgen und Reihen
A-B 0,'\’1’ X 5. Reelle Funktionen
N b,1 b b
— (. . i X pl Yp2 .-+ Fpn 6. Differenzi
— (alk)m,p (bk] )p,n _‘OQ’L K / ifferenzieren
- O\Q 7. Integration
— a: kbk' 8. Finanzmathematik
= E q j
k—1 mon 9. Lineare Algebra
> \ 9.1. Matrizen und Vektoren
aj; aiz2 ... QAip €11 €12 ... Cin 9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™
9.4. Linear:
azp azz ... azp €21 €22 ... C2n Gleichu?\agsesysteme
Merke: 9.5. Inverse Matrizen
Zeile mal Spaltel : : .. : : : . : 9.6. Determinanten
. . . . . . . . 9.7. Eigenwerte
\ am] amz oo amp K Cm] sz oo Cmn
A:m x p-Matrix C =A-B:m x n-Matrix

Schema zur Matrixmultiplikation
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Spezialfdlle und Rechenregeln Wirtschaftsmathematik

Etschberger - WS2017

Spezialfdlle der Matrixmultiplikation

A = (m X n)-Matrix, B = (n x m)-Matrix
= es existiert A-B und B-A

A quadratisch = A . A = A? existiert

A, B quadratisch = A - B existiert und B - A existiert.
Aber: Im Allgemeinen A - B #B - A

Ist E Einheitsmatrix, dann gilt:

1. Grundlagen
2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

7. Integration
8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

SpeZiel Ie ReChen regel n 9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
A = (m XPp )'Matrix, B = (p X TL)-MatriX, Damit gllt 9.3. Punktmengen im R™
9.4. Lineare
A-B und BT.AT existieren. lchurgtene
.5. Inverse Matrizen
BT AT = (A . B )T 9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

ATA ist symmetrische (p x p)-Matrix und
AAT st symmetrische (m x m)-Matrix
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Gegeben Vektor a € R™
Definition: Absolutbetrag, Norm oder Lange eines Vektors: 1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen

la]| =lal=VaTa= Va2 +...+a,2 =

5. Reelle Funktionen

6. Differenzieren

. . . 7. Integration
elen a C VeKtoren aes und r ein alar. Dann glit:

S , b, ¢ Vektoren des R™ und r € R ein Skalar. D It

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

a) ||(1—|—b|| = ||b+ C1|| y ||C1—b|| = ||b_ (1|| 9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra

b) HTGH — |T‘| : ||Cl” 9.3. Punktmengen im R™

o |la™| <|afl-|b]] fir n>1 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Gischungyame

9.5. Inverse Matrizen

— |a| : |b| fur n= ] 9.6. Determinanten
9.7. Eigenwerte
d) Jla+bl = [lall + bl
e) lla—cl = fle=bll = [la=bl = lla—c|+lc—Dbl

(Dreiecksungleichung)
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Kosinussatz

Gegeben: a,b Vektoren des R™, X5
die den Winkel y einschlie8en.

Nach dem Kosinussatz gilt im Drei-
eck mit den Ecken 0, A, B

2 ’
Ja—b] = N

2 2
lall”+ 1o —=2]la]l - b -cosy. X -

/ _ -

(/

Damit gilt:
2
a'b =3 (lla+b]?—al* -]
2 2 2
lal|” +1[6]]” = [la —b]|
= llall - [Ib]| - cosy

NI= M=

Hyperebenen und Spharen

Definition Hyperebene
Gegeben:a e R" mita#0undb eR
Dann heilt H(a,b) = {x € R™: a"x = b} Hyperebene im R™
Anmerkung: H teilt den R™ in zwei Halbraume

Definition Sphare

Gegeben: a € R™, r e R,

Dann heil3t K ={x € R™ : ||x — a|| = r} Sphare (Kugelflache) im
R™ und dem Radius r

Damit: r-Umgebung von a: K_(a,r) ={x e R™: ||x — a|| < 7}
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Beispiel Hyperebene/Sphare

Beispiele
H = {X€R3 o 2x71 + 3%x2 + 3x3 :6}

()]}

= {X€R3: \/(m —3)2+(xz—2)2+><32=1}

K:{XER3:

Offenheit, Abgeschlossenheit

Gegeben

M C R™ eine Punktmenge des R™ und
M = R"™ \ M deren Komplement bzgl. R™.

Dann heif3t:
a € R™ innerer Punkt von M, wenn eine r-Umgebung K_(a, )
von a existiert, die ganz in M liegt, also K_(a,r) C M,

a € R™ duBerer Punkt von M, wenn eine r-Umgebung K_ (a, )
von a existiert, die ganz in M liegt und

a € R™ Randpunkt von M, wenn a weder innerer noch aul3erer
Punkt von M ist.

Eine Punktmenge M € R™ heil3st dann

offen wenn jedes Element a € M innerer Punkt von M ist,

abgeschlossen, wenn jedes Element a € M innerer Punkt von
M ist, also das Komplement M offen ist.
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Beschranktheit, Kompaktheit

Eine Punktmenge M C R™ heil3t

beschrankt nach oben, wenn ein b € R™ existiert
mit b = x fur alle x € M,

beschrankt nach unten, wenn ein a € R™ existiert
mit a < x fur alle x €¢ M,

beschrankt, wenn M nach oben und unten beschrankt ist,
kompakt, wenn M beschrankt und abgeschlossen ist.

Beispiele

M :{XEREL: X1+ 2x2 = 3, ||x|| £ 2}
My ={x€R:: x; €N}

Lineare Gleichungssysteme: Einfliihrung

Beispiele linearer Gleichungssysteme

2X1 — 3X2 = —1

a) X1 + X2 = 2

X1 + X2 = 4

o) X1 + X2 = 2

C) X1 — X2 = 1

—2x1 + 2x; = -2
Probleme:

System |6sbar oder nicht?
Verfahren zum Auffinden von Losungen
Darstellung von mehrdeutigen Lésungen

Dazu gibt es:

Den Gaul3schen Algorithmus (erzeugt Dreiecksmatrix)

das Verfahren von GauB3-Jordan (modifizierte Gaul3: erzeugt
Einheitsmatrix)
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Allgemeines lineares Gleichungssystem

Ein System von Gleichungen

ajixi + apxz2 + 4+ ainxn = by
az1Xx1 + a»pxy + 4+ drnxn = by
AmiX1  +  Qm2x2 + + QmnXn = bm

heil3t lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n
Unbekannten.

Die ai; und b; heillen Koeffizienten des Gleichungssystems.

In Matrixform:

Lésungsmenge:

Lésungsdarstellung

Beispiel fir Enddarstellung:

X1

X1 + X3 =4 1 0 1 0 X2 4
& : =
X2 +3x3 +2x4 =7 o 1 3 2 X3 7
X4

Dabei bezeichnet:
XB .
(E R) (XN> =b

kann nach Basisvariablen aufgeldst werden:
X1 =4—x3, x2=7—3x3—2x4 (allgemeine L6sung)

In diesem Fall immer l6sbar, zum Beispiel mit

= (2)=() = ==()-0)

Gesucht: Verfahren zur Uberfiihrung beliebiger Gleichungssysteme in

diese Form
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Lésung von LGS

Elementare Umformungen

Das sind Umformungen der Koeffizientenmatrix, die die Losung
nicht verandern. Erlaubt ist

Multiplikation einer Zeile mit beliebigen Zahlen ¢ # 0
Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile
Vertauschen von Zeilen oder Spalten

Lésungsalgorithmus

Lésung mit Verfahren von Gaul3-Jordan:
Systematische Umformungen nach obigem
Prinzip, bis Darstellung der Koeffizienten-
matrix in Einheits- und Restmatrix ensteht

Algorithmus und Lésungsvarianten
siehe Vorlesung

Invertierung von Matrizen

Definition

Gegeben: n x n-Matrix (quadratisch)

Existiert eine n x n-Matrix X mit AX = XA = E, so heif3t X die
Zu A inverse Matrix.

Schreibweise: X = A~!
—AA T=A"TA=FE

Inverse Matrizen und Gleichungssysteme
Falls A= existiert, gilt:

Ax=b = A TAx=A""b = Ex=x=A"Tb
Damit existiert genau eine L6sung und zwar:

x=A"b
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LGS und Orthogonalitat

Berechnung inverser Matrizen durch den
Gaul3algorithmus:

Ansatz:

AX + Ey= 0
= A TAx+A 'Ey= 0
= Ex+ A ly=0

Also: GauB3tableau mittels elementarer Umformungen
folgendermafRen umformen:

(AIE) — (EIATT)

Orthogonale Matrizen
Eine n x n-Matrix A heif3t orthogonal, wenn gilt:
AAT =ATA=E
Bei orthogonalen Matrizen A gilt also: A= = AT,
Mit A ist damit auch AT orthogonal

Determinanten: Voriberlegung

Permutationen und Inversionen
Sei M ={ay,...,a,} eine nelementige Menge.

Dann: jede Anordnung
(ap,,...,0ap, ) der Elemente ay,...,a, mit
{p1,...,pn} ={1,...,n} heiBt eine Permutation.

Wenn fir ein Paar (ai, a;) einerseits i < j, und andererseits

Pi > pj, gilt: Inversion.
Also: Ausgehend von Permutation (aj,...,a,): Jede

Vertauschung zweier Elemente a; und a; ist eine Inversion.

Beispiel
Gegeben: Menge {1,2,3}
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Definition Determinante

Gegeben: A, eine n x n-Matrix.

Aulerdem: (1,...,n) sei geordnetes n=Tupel der Zeilenindizes und

p = (p1,.--,pPn) €ine Permutation von (1,...,n) mit v(p) Inversionen. 1. Grundlagen

. . 2. Aussagenlogik
Determinante von A ist dann:
3. Mengen

4. Folgen und Reihen

5. Reelle Funktionen

detA = Z(_”v(p) "Qipy - A2p, oo Qnpyy
P

6. Differenzieren
7. Integration

8. Finanzmathematik

Beispiele

9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren

Gegeben: A als eine n x n-Matrix A
9.2. Matrixalgebra

9.3. Punktmengen im R™
Firn = 1 gilt dann A = (a;1) sowie detA =det(a;;) = a;;. o s

Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen

Fir n = 2 enthalt die Determinante 2! = 2 Summanden,

9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

namlich: a1 a2 ohne Inversion und —a> a1 mit einer Inversion.

a a
Damit: detA:det< B 12 ) =aj1az —aj2azg.

azq az>
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Determinanten von 3 x 3-Matrizen

Beispiel: Determinante einer 3 x 3-Matrix

Fir n = 3: Determinante hat 3! = 6 Summanden, namlich
aj1az20ass ohne Inversion,

aj20a23037 und aj3az10as2 mit zwei Inversionen,
—ai1az3aszn und —Qai20a271033 mit einer Inversion und
—aj3az2a3; Mit drei Inversionen.

Es qgilt:

ai a2 a3
detA = det asi az, an3z
asj aszz ass

= 11022033 + aj20a23037 + A130271032
—0a711d23032 —A120271033 — A13022037

Einfacher zu merken: Regel von Sarrus (siehe Vorl.)
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Zahlenbeispiel Determinanten

Beispiel

Zeigen Sie: detA = —2,
detB = 6,
detC =0

Minor, Kofaktoren

Gegeben: n x n-Matrix A mitn = 2;
Streiche Zeile i und Spalte j, = Matrix mit n — 1 Zeilen und n — 1
Spalten:

( ag aij—1 aqj ar j+1 Ain \

11 ... Qi1 A1y Gi—tj41 .. Qin

. a. - 4 .- - a. - 4 .-
Aij = i1 s =1 &5 SoRES e i

Qi1 eee Qi1 ik Qigrg4+r - Qipln

K ani o An,j—1 Qnj An,i+1 oo Qnn

nach dem Streichen heil3t diese Matrix Minor

Damit kann man das algebraische Komplement oder den Kofaktor d;;
zur Komponente a;; von A berechnen:

det Ai]' for i+ ] gerade

o (1) o=
diyy = (—=1)"" det Ay; { —detAy; firi+j ungerade

(L,j=1,...,n)

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

228

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra

9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

229



Kofaktoren

Entwicklungssatz von Laplace

Entwicklungssatz fur Determinanten

Gegeben: A eine n x n-Matrix und D die Matrix der Kofak- -

toren.

Dann gilt firm = 2,3, ...

AD'T =

Insbesondere wird mit:

die Determinante von A nach der tten Zeile aiT = (airy..-

der j-ten Spalte aJ

Beispiel: Entwicklungssatz

Beispiele

Zeigen Sie:

detA

w = o N

—_ O — N

— N O O

_—O N —

—_ O O W

detA = adei =ay1diyp + ...+ aindin (i=1,...
:(ledj :and]j—i-...—l—an]-dm- (J=1,

von A entwickelt.

= detA =5

= detB =0

, Qin ) bzw. nach
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Satze

Es qgilt fir A,B € R™*™:
det(AB) =detA -detB (Determinantenmultiplikationssatz)
aber: im allgemeinen det(A + B) # det A + detB
detA A0 << A~ existiert

Gilt zusatzlich det A #£ 0
Mit D = (dij)n,n'
— 1
ATl = detADT
det(A~') = (detA)~!

Ist A orthogonal gilt: det A = +1

der Matrix der Kofaktoren zu A gilt

Cramersche Regel

Lésung eindeutig bestimmter linearer
Gleichungssysteme

Gegeben: Lineares Gleichungssystem Ax = b

Voraussetzung: Es existiert A=, also auch det A # 0

Bezeichnung: Mit A; ist die Matrix, in der gegeniiber
A die j-te Spalte durch b ersetzt wird, also

b Gabriel Cramer
1 e

a Ain (1704 - 1752)

an] “ .. bTL P ann

Dann lasst sich die Losung x in folgender Form schreiben:

= detAj
) detA

G=1,...,m)

(Cramersche Regel)
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Beispiel Cramersche Regel

Zu zeigen:

0 2 3 1
A=|1 0 11, b=1]0

0 1 2 1
und Ax =D

Damit: x" = (1,—1,1)

Eigenwerte: Einfuhrendes Beispiel

Bevolkerungsentwicklung

Gegeben:

x¢ > 0 die Anzahl von Mannern im Zeitpunkt t und
y¢ > 0 die Anzahl von Frauen im Zeitpunkt t.

Anzahl der Sterbefalle fir Manner bzw. Frauen im Zeitintervall [t, t + 1]
sei proportional zum jeweiligen Bestand im Zeitpunkt t, und zwar 0,2x
fur die Manner und 0,2y, fur die Frauen.

Anzahl der Knaben- und Madchengeburten im Zeitintervall [t,t + 1]
proportional ist zum Bestand der Frauen.

Anzahl der Knabengeburten: 0,2y,
Anzahl der Madchengeburten: 0,3y;.
Fur Ubergang vom Zeitpunkt t zum Zeitpunkt t + 1 damit:

Xt+1 = Xt— O)th + O,Zyt = O,SXt + O,Zyt
Y1 = Ye— 0,2yt + 0,3y = 1Ty
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Beispiel Bevolkerungsentwicklung

Matriziell:
Y1 0 1 Yt

Forderung: Zeitliches Verhaltnis von Mdnnern und Frauen soll
konstant bleiben

Also:
Xt41 = AXy <= Y1 =AYy (AeRy),

Dieser Fall beschreibt einen gleichférmigen Wachstums- (A > 1)
beziehungsweise Schrumpfungsprozess (A < 1)

Matriziell:

. . . 0,8 0)2 [ Xt
Az =Az mit A-(O 1>1))Z_<yt)’ AeERL

Lésung?

Eigenwertprobleme

Definition 2

Gegeben: n x n-Matrix A.
Ist nun flr eine Zahl A € R und einen Vektor x €

R™ mitx # o ‘

lineare Gleichungssystem Ax = Ax erfiillt, so heillt ™ o.vid viver
A reeller Eigenwert zu A und (1862 - 1943)

x reeller Eigenvektor zum Eigenwert A.
Insgesamt: Eigenwertproblem der Matrix A.

Damit
AX =Ax <= Ax—Ax=Ax—AEx=(A—AE)x=o0

Satz: Das LGS Ax = Ax hat genau dann eine Lésung x # o,
wenn gilt:

det(A —AE) =0
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Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Jedes A, das det(A — AE) = 0 I6st ist ein Eigenwert von A.

AnschlieBend: Fur jedes erhaltene A Losen des
Gleichungssystems

(A—AE)x =0 mit x#o

Damit hat man fir jedes A mindestens einen reellen
Eigenvektor x.

Satz: Mit x # o ist auch jeder Vektor rx (r € R, r #0)
Eigenvektor zum Eigenwert A von A.

Beispiele

1 0 1

0,8 0,2 102
A=|("] ’),B:< ’), cC={0 1 1],
(o 1,1 0,1 0,65 11 o

1T 0 1

D:<j ;) E=| 0 1 1

-1 -1 0

Satze uber Eigenwertprobleme

Gegeben: A ist eine reelle, symmetrische n x n-Matrix

Es gilt: Die Eigenwerte sind alle reell und nicht notwendigerweise
verschieden und

ist der Rang von A gleich k < n, so ist A = 0 ein (n — k)-facher
Eigenwert

Zu den reellen Eigenwerten A+, ..., A, existieren genau n reelle, linear
unabhangige Eigenvektoren x', ..., x"

Diese Eigenvektoren kann man so wahlen, dass X = (x',...,x")
orthogonale Matrix wird, also XX = E

Ay o 0
Gegeben zusatzlich: L= | . . . [ die Diagonalmatrix der
0 - A,

Eigenwerte von Aund AmM =A-...-AmitmeN
Dann gilt: L = XTAX und A =XILXT

aullerdem gilt: A™ besitzt die Eigenwerte AT*, ... AT

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

238

Wirtschaftsmathematik
Etschberger - WS2017

1. Grundlagen

2. Aussagenlogik

3. Mengen

4. Folgen und Reihen
5. Reelle Funktionen
6. Differenzieren

7. Integration

8. Finanzmathematik

9. Lineare Algebra
9.1. Matrizen und Vektoren
9.2. Matrixalgebra
9.3. Punktmengen im R™

9.4. Lineare
Gleichungssysteme

9.5. Inverse Matrizen
9.6. Determinanten

9.7. Eigenwerte

239



	Wirtschaftsmathematik
	R und RStudio
	R und RStudio

	Grundlegende Bausteine
	Reelle Zahlen
	Ganzzahlige Potenzen
	Algebraische Umformungen
	Brüche
	Nichtganzzahlige Potenzen
	Logarithmen
	Notation von Summen

	Aussagenlogik
	Einführung
	Aussagenverknüpfungen
	Argumentationstechniken

	Mengen
	Grundlagen
	Beziehungen zwischen Mengen
	Relationen

	Folgen und Reihen
	Eigenschaften und Beispiele
	Konvergenz und Grenzwert
	Reihen

	Reelle Funktionen
	Grundbegriffe
	Elementare Funktionen
	Stetigkeit reeller Funktionen

	Differentialrechnung
	Differentialquotient und Ableitung
	Änderungsrate und Elastizität
	Kurvendiskussion

	Integration
	Unbestimmte Integrale
	Bestimmte Integrale
	Uneigentliche Integrale

	Finanzmathematik
	Zinsen
	Renten
	Tilgung
	Kursrechnung

	Lineare Algebra
	Matrizen und Vektoren
	Matrixalgebra
	Punktmengen im Rn
	Lineare Gleichungssysteme
	Inverse Matrizen
	Determinanten
	Eigenwerte



