Nachholklausur Wirtschafts- und Finanzmathematik
Losungshinweise

Prifungsdatum: 7. Juli 2015 — Prifer: Etschberger, Heiden, Jansen
Studiengang: IM und BW
Punkte: 12, 15,12, 17, 17,17 ; Summe der Punkte: 90

Aufgabe 1 12 Punkte

Bestimmen Sie mit dem Verfahren von Gauf} und Jordan fiir xq,...,x5 € R die Menge L aller
Losungen des Gleichungssystems

X1 + 2)C2 — X3 — 3)C5 =1
X2 + Xq4 — 3)65 = 0
— 3X2 + 3X3 — 3)C4 + 6X5 = 3
Lésungshinweis:
X1 X2 X3 X4 X5 Operation
@ 1 2 -1 0 -3 1
@ 0 1 1 -3
® 0 -1 1 -1 2 1
@ 1 o -1 =2 3001 ®-2-@
®) 0 1 0 1 =3 0 ®
® 0 0 1 -1 1 ®+®
@ 1 0 0 — 2 2 @+ ®
‘ 1 0 1 -3 0 ®
'lx‘-Lx“fl!s =1 ©) 0 1 0 -1 1 6
2 2 -2
0 —1 3
= L=2xeR’:x=|1|+a ol+»-| 1|, abeR
0 1 0
0 0 1

allowaliv: L=§ %q4,..,%5° xy=TO-2b ¢2
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Aufgabe 2 15 Punkte

a) Bestimmen Sie die Grenzwerte fiir n — oo der Folgen

(%'::;?z.(:m) f @D Dt 123 ad%)

2nm2+1) " nl@n-1) D 1-(%) noe

0=
cUt U - AU Y e

CTR P T = nta - 414 — %
Gegeben ist fur Teilaufgabe b) und c) die Reihe (7,,) mit thet 2- U nro
[N S W b
-y Lin s 5 ()
= sc° 3
b) Fiir welche a € R konvergiert (r,)? r. G‘W.@)‘ % I Z 1
¢) Berechnen Sie fiir a = 1 den Grenzwert lim r,.
n—>oo
Lésungshinweis: . ntd
dsungs eis \1144 f_. q‘ _ae a
a) lim a, = -2, lim by = 1, lim ¢, = 1. ico 1=t 1~
n—00 n—o00 n—oo .
b) Die Reihe konvergiert fiir alle —3 < a < 3. 2 i\‘/ )S_' A ( 1
¢) Mita = 1 ergibt sich S 3 1-%

1/ 1 1\’ . 1 1 1
m=Ygr=32(;) = Jmen=3iI1=5
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Aufgabe 3 12 Punkte

Girtner Bliimel will seinen 100 m? groBen Garten mit Kartoffeln und Bohnen bepflanzen. Folgende
Daten stehen zur Verfiigung:

Kartoffeln Bohnen

Arbeits- und Materialkosten [€/m?] 12 2
Reingewinn [€/m?] 20 10

Herr Bliimel mochte

seinen Reingewinn maximieren (Zielfunktion),

kann maximal 900 € investieren (Nebenbedingung 1) und auf3erdem

nicht mehr als 60% der 100 m? Anbaufliche fiir Bohnen beanspruchen (Nebenbedingung 2).
Die gesamte Anbaufliche ist 100 m?. (Nebenbedingung 3).

vvyyvyy

a) Formulieren Sie das Problem als lineares Programm mit Zielfunktion und Nebenbedingungen.
Bezeichnen Sie dabei die Anbaufldche fiir Kartoffeln mit x, die fiir Bohnen mit x,.

b) Skizzieren Sie den Zuléssigkeitsbereich. Markieren Sie die theoretisch moglichen Optimall6-
sungen.

c) Wieviel m? soll Herr Bliimel mit Kartoffeln und wieviel mit Bohnen bepflanzen, damit sein
Reingewinn moglichst gro3 wird?
(Hinweis: Berechnung der relevanten Schnittpunkte ist erforderlich, Durchfithrung des Simplex
ist nicht verlangt)

Lésungshinweis:

a)

Zielfunktion 20x; 4+ 10x, — max 1

NB 1 12x1 + 2xo = 900

NB 2 Xy = 60 4o

NB 3 X1+ xp = 100 Y
b) Siehe Skizze:
c) A= (40,60),

B = (70,30),

C = (75,0). Damit

ZF(A) = 20-40 4+ 10 - 60 = 1400,
ZF(B) =20-70+ 10-30 = 1700
ZF(C)=20-75410-0 = 1500
also ist B optimal.

/
/
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/
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Aufgabe 4 17 Punkte

Anton Arglos hat von seiner Gromutter 30 000 € geschenkt bekommen, um sein Studium zu finan-
zieren. Nehmen Sie fiir die Aufgaben a) und b) an, dass Anton sein Studium ausschlieBlich aus dem
Geldgeschenk finanziert und von einem konstanten, jahrlichen Zins von 7 % ausgegangen werden
kann. Stellen Sie Ihren Rechenweg jeweils ausfiihrlich und nachvollziehbar dar!

a) Wie lang darf Antons Studium dauern, wenn er jahrlich nachschiissig 7000 € entnimmt?

b) Anton féllt auf, dass er das Geld eigentlich jdhrlich vorschiissig benotigt, aber mit 5000 €
jahrlich auskommt. Wie lang kann sein Studium unter diesen Annahmen dauern?

Am Ende seines Studiums bemerkt der geschiftstiichtige Anton, dass er nun insgesamt ein Vermogen
von 50000 € besitzt. Anton bekommt ein Angebot seiner Hausbank, das Geld als Festgeld zum
jdhrlichen Zinssatz von iy,,s anzulegen. Anton freut sich, da er nun weil}, dass er in 12 Jahren ein
Endvermdégen von 100 000 € besitzen wird.

¢) Wie hoch ist der Zinssatz iy,,s, den Anton von seiner Hausbank angeboten bekommt?

d) Die Onlinebank Fastmoney bietet ihm eine Anlage zu einem monatlichen Zins (mit monatlicher
Zinsausschiittung) von 0,5 % an. Soll er das Angebot von Fastmoney gegeniiber dem Angebot
seiner Hausbank bevorzugen? Nehmen Sie (unabhingig von Threr Losung unter Aufgabe c)
an, dass die Hausbank Anton einen jdhrlichen Zins von 6 % anbietet) Begriinden Sie Thre
Empfehlung rechnerisch!

Anton entschlieBt sich, anstatt das Geld anzulegen ein Haus zu kaufen. Hierfiir nimmt er zusétzlich
einen Kredit von 200 000 € zu einem konstanten Zins von 8 % auf. Der Kredit ist mit gleichbleiben-
den Tilgungsraten in 20 Jahren zu tilgen.

e) Wieviel Zinsen muss Anton im 15. Jahr bezahlen?

Lésungshinweis:

n In (;) In ( 7000 )
) Ro=r- q" —1 g e n= r—i'Ro o = 7000-0,07-300000 ) _ 59716
0 q-—1 In ¢ In 1,07 ’ '
Das Geld reicht 5 Jahre.
b) R ¢" =1 < 30000 = 5000 - 1,07 - 1,077
=7 - . — . s - —_—
= 0.07
6-0,07
60,07 ln(l— 0 )
107" -1 o n=-— ) 73670045
1,07 In1,07

das Geld reicht also in diesem Fall 7 Jahre.
©) Kn = Ko(l +iHas)” < itaus = 'V oo — 1 = /2 —1=0,0594631 ~ 5,95%

d) Alternative 1: Uber effektiven Jahreszins:
geft, Onlinebank = (1 + 0,005)12 ~ 170617 > 1706 = {eff, Hausbank -

Alternative 2: Uber Endbetrag:
K ontinebank = 50000 - (1 4 0,005)1%12 = 102537,54
K Hausbank = 50000 - (1 4 0,06)12 = 100 609,82

In jedem Fall: Anton sollte das Angebot der Fastmoney-Bank bevorzugen.

e) Restschuld zu Beginn des 15. Jahres: 200000 — 14 - 10000 = 60 000. Damit ist der Zins im 15. Jahr:
60000 - 0.08 = 4800.



Aufgabe 5 17 Punkte

Betrachten Sie die Funktion f : R — R mit

f(x) —1— e—x2+2x

‘-e""t s 4"‘

a) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f.

b) Bestimmen Sie die Extremstelle der Funktion, und geben Sie an, um welche Art von Extremum
es sich handelt.

¢) Bestimmen Sie die Grenzwerte lim f(x) und lim f(x).
X—>—00 X—>—+00
d) Gibt es eine Parabel, die durch alle Nullstellen und den Extrempunkt der Funktion f geht?

Begriinden Sie Thre Entscheidung und geben Sie ggf. die funktionale Form p(x) der Parabel
an.

Losungshinweis:
a) Esgilt f(x) = 0 genau dann, wenn der Exponent der e-Funktion null ist, also

X2 42x=0 & x(x=2)=0 = x;=0,x=2.

b) Setze f’(x) = 0, dann ergibt sich mit der Ableitung f'(x) = —(—2x + 2) . e™¥+2% dags x = 1. Es
handelt sich um ein Minimum, da die Ableitung an der Stelle x = 1 einen Vorzeichenwechsel von —
nach + hat. Alternativ kann man die zweite Ableitung bestimmen (was allerdings komplizierter ist):
F"(x) = (—4x2 + 8x + 2) - e~*"+2% ynd damit (1) > 0.

c) Beide Grenzwerte sind offenbar gleich, da der Exponent der e-Funktion in beiden Fillen gegen —oo
geht. Damitist lim f(x) = 1.

x—>=+o00

d) Ja, es gibt so eine Parabel. Das Extremum liegt genau zwischen den beiden Nullstellen der Funktion.
Damit ist die Parabel von der Form p(x) = A(x ¥ (x — 2). Der Faktor A kann iiber die Bedingung
f (%) = p(%) bestimmt werden. Es ergibt sich nach Einsetzen der Stelle x = % =0.5:

l—e_1+2=A-1'(—1) = A=e—-1 = A~ 1,7182818

Damitist p(x) = (e—1) - x(x —2).
Fl=1-¢

plr) = A-(x*-2x)
pPl1) = 1-€ = A(a-2) = -A
=) A=e-1% 14918

e =(%)h —> o
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Aufgabe 6 17 Punkte

Gegeben sei folgende Funktion f : R? — R mit

a) Berechnen Sie den Funktionswert f(2, 3).
b) Berechnen Sie den Gradienten V£

f(s.t) = (s> +13)-e". .
f, = vt et (46)- € (1)
=e 't (2t -st-¢)

c) Berechnen Sie alle kritischen Stellen, also die Nullstellen von V£,

(es muss keine Hessematrix von f berechnet werden)

Im Folgenden werde die Funktion

gla,b)y=a*>+a*>-b—b>—4-b

betrachtet. Zu g wurden bereits die kritischen Stellen (0, —2), (1, —%) sowie (—4, 6) und die folgende
Hessematrix H, berechnet:

__(6a+2b 2a
Hg_( 2a —2)

d) Untersuchen Sie die Funktion g(a, b) in den angegebenen kritischen Stellen auf lokale Extrema

und Sattelpunkte.

Lésungshinweis:

a)
b)

c)

d)

f(2,3) = (22 4+ 32) - e73 ~ 0.64723.

2s5-e7!
V= (e—’(zt —s5%— t2))
Vf@is,0)=0 & 2s-¢"=0 und e ’(2t—s5*—1%)=0
Die erste Gleichung ist genau dann 0, wenn s = 0 und damit ist die zweite Gl. genau dann 0, wenn
2t — 12 = 0. Also: (0,0) und (0, 2) sind die (einzigen) kritischen Stellen von f.

Fiir den kritischen Punkt (0, =2) gilt: Hg(0,-2) = (_g 5

det(H>) = 8 > 0. Also: Hg (0, — 2) negativ definit und g besitzt ein lokales Maximum bei (0, —2).

. Damit ist H; = —4 < 0 sowie

Fiir den kritischen Punkt (1, — 3) gilt: Hg = (; _;) Damit: det(Hz) = —6 —4 = —10 < 0. Also:

Hg (1, — 3/2) ist indefinit und g hat Sattelpunkt bei (1, —3/2).

Fiir den kritischen Punkt (—4, 6) gilt: Hy = (__lé :g

Also: Hg(—4,6) ist indefinit und g hat einen Sattelpunkt bei (—4, 6).

). Damit: det(H,) = 24 — 64 = —40 < 0.
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